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Sur les Jornu's bi/i/u'aires et quadratKiiies

Par m. .I.-A. de SÉGUIER.

1. M. Jordan a déterminé les formes quadrati(|ues invariantes jiar

une substitution donnée dans le champ des nombres complexes ordi-

naires ou dans le champ de Galois défini par une équation à coeflicients

entiers, irréductible mod p, .et formé les types réduits distincts aux-

quels on peut les ramener par des changements de variables qui

n'allèrent pas la substitution donnée ( J. M., 1888, iQoS). M. Dickson

s'est ensuite occupé du même problème lorsque le champ est quel-

conque et l'a complètement résolu pour les champs finis ( Transactions

of llie Am. Math. Soc, 190G, p. 275). M. Lœwy avait auparavant

appliqué la même méthode que M. Jordan aux formes hermitiennes,

mais sans chercher à les réduire à un type canonique (N. A. H..

t. LXKI, n" 8, 1898).

Ce sont ces recherches que je voudrais poursuivre ici. Je partirai de

Jouni. (Je Math, ((j" série), tome \'. — Fasc. I, igoy. I
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l'équation

OÙ a, |3, a sont trois matrices n-aires invertibles, appartenant à un

champ £, dont on peut assimiler la troisième à une forme bili-

néaire 'La^^x-iy^^ a à une substitution des a; et ^ à une substitution

des j'. a et p étant données, il s'agira de construire a (si en particu-

lier p = a', a est assimilable à une substitution quelconque permu-

table à a).

J'assujettirai ensuite a aux conditions

[V désignant en général la conjuguée d'une matrice f relativement à un

champ C et aux racines 'j, 'j d'une équation quadratique, irréductible

dansC, telle que© = C(u) résulte de l'adjonction de u à C],

Mais alors je supposerai que a et jii peuvent être canonisées par des

changements de variables identiques (ou conjugués relativement à C,

'j, u ) et, dans le cas où a = a et où C n'est pas le champ des nombres

réels, que j3 = a : ces restrictions se trouvent suggérées par la nature

même de la question. Le cas a = jia conduira notamment à l'exten-

sion d'un théorème de Kronecker et à celle des résultats obtenus par

M. Voss sur les solutions de l'équation a = aa.

Lorsque 2 a le module 2, la recherche des formes quadratiques inva-

riantes par une substitution donnée échappe à l'analyse précédente.

Mais, en substituant à la forme quadratique une forme bilinéaire con-

venable, on peut encore employer une analyse analogue. C'est ce que

j'indiquerai pour terminer, principalement dans le but d'arriver à une

démonstration nouvelle du théorème de M. Jordan sur les substitutions

C) La terminologie et les notations employées seront les mêmes que dans

mes Elémenls de la théorie des groupes abstraits {G:Si\x\.h\ev-\\\\a.rs^ 1904)1 aux-

quels je renverrai par la lettre E.
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paires qui conservent une forme qn;idralique donnée (./. M., 190"),

P- 27«)-
_

. .

Malgré certaines dillérences qu'il serait trop compliqué d'indiquer

ici, la méthode employée ne pouvait évidemment pas être autre dans

le fond que celle de M. Jordan. J'ai cru utile néanmoins de reproduire

certains résultats déjà obtenus qui se présentaient conjointement avec

d'autres.

2. L'équation [irta = a équivaut à

(t = £„, £^ étant la matrice unité d'ordre N). Pour qu'il existe une

forme a telle que

(3rta = a el \a\^o,

il faut donc et il suffit (E., 'iOi) que j3"' — se. ait les mêmes divi-

seurs élémentaires que ce — ^e, c'est-à-dire que a — st. Les multi-

plicateurs de [3 sont donc les inverses de ceux de a.

Si ^aix.=: a et si le rang ''(> o) de a est <«, |a — st\ et jp' — st\

ont un facteur commun de degré /•, c'est-à-dire que r racines, dis-

tinctes ou non, de \^ — s t\ sont les inverses de r racines de\v. — st\.

Car on sait trouver dans £ deux matrices x eiy telles que

»^'/ = ("''
)•

\ o 0/
Si donc on pose

xay=b, /"'(î* — .îs))' — c, ''(13 '— .«£)j:-"' = /^

et

Cj,o et c^p, désignant des matrices de type |('p, a) (r -l- .v = //\ on aura

bc = d/j

ou
d,.,. o

dsr o
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d'où
dgy= C,.,5 =: o

.

d,.,.= c,.,..

Si y. Pi [i sont des sommes de sul)Slitulioiis composanles parmi les-

quelles a' aj^issant sur .f,, . . ., x^, et ji' sur j',, . ., y,p il est clair que

a' ^ ^aii,Xiy,, ( /= i
, ••,/'; / = ' , ,'!)

est (''gale à ^ï a' y.'
. S/ donc aucun iiiultiplicalcur de [i' n'est l'ùwerse

d'un multiplicateur de a', a' cs^ nulle.

5. Supposons maintenant d'abord que z soit le champ des

nombres complexes ordinaires.

Prenons a sous forme canonique, et faisons sur les y un change-

ment de variables canonisant ^ (si 5p? ' = [i' et si ^r/ = «', l'équa-

tion paa=a équivaut à p'a'a=a', et, si ^ est donnée, la con-

naissance de a' équivaut à celle de a). Soient s,, ... les multiplica-

teurs de a, /,, . . . ceux de p. D'après ce qu'on vient de voir, a est une

somme deforniesdanscliacune desquelles figurent les seules variables x
relatives à un muiti[)licateur s^ de a et les seules variables y relatives

à un multiplicateur //, de p tel que

^*= .v7'-

Soit

/. étant ininimtim (par hypothèse, a admet tous es multiplicateurs si

elle en admet un, et l'on peut toujours ranger les variables de manière

à vérifier ces relations, même s'il y a une correspondance entre les va-

riables des deux séries). Il suffit de considérer le cas où a agit sur les

seules variables canoniques relatives à

et p sur les seules variables canoniques relatives à

ii{—t), .... /,..

Soit nij lenomijre des variables de la
/'""" suite relative à s^, et sup-

posons d'abord les variables rangées de manière que



SUR LES FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES. 3

et

««1= .
. . ^.ni^, > »«,,+, = . . . = "'v.+y,> . . . = '»,,,+...+,,,.,

(j'écrirai î)) pour //c,, y pour y,, (^)/, |)our ^'',g,)- Les y [trcuiièros suites

seront dites {ormer\ii pre/nière .sous-série, \osq., suivantes la rfew.r/èmc

sous-série, et ainsi de suite. On sait que les substitutions qui agissent

de la même manière sur les variables de même rang des diverses suites

d une même sous-série sont permutables à a : elles forment évidemment

un groupe que j'appellerai groupe des sous-séries.

D'après les hypothèses, à la /'*°"' suite relative à -s, répond une suite

également nombreuse "(que je supposerai être la j'""^) relative à

Si(i= I, . . ., /.) et une suite également nombreuse (que je supposerai

être lay'""'"'') de variables de [i relative à /,. Après la y'""<" suite relative

à s, je placerai maintenant, la j"'""' relative à .s,, puis la y""'"'" relative

à .S3, ..., puis la y"™" relative à .sv, puis la (j -+ i)"'"" relative à .s,, ...,

et je désignerai par x'/^ la A""'"* variable de la /'""" des suites ainsi pla-

cées et par a-, le multiplicateur relatif à x'/^. De même, après la y"'""

suite relative à (^(^sT,'), je placerai lay"'""' relative à t.,(=s~'), ...,

puis la/'*™'' relative à /,(=; .s-y'), puis la (y + ly^™" relative à /,, . . ., et

je désignerai par j''^ la /,'""«' variable de la /'*""' des suites ainsi placées

et par t, le multiplicateur relatif à j''^.

Soient alors

la forme considérée (je supposerai les lignes de la matrice a rangées

dans l'ordre des x',, et les colonnes dans l'ordre des j'^) ; A'^ la partie

de a où, / ety restant fixes,

/, = I , . - . . m,, ^ =: I ,
...,riij

(k indiquant la ligne el / la colonne); A*''' la matrice des A" où

i = (g — i)y. + A'% y=(/' — ")x + I, •• /'>'

(i indiquant la ligne ety la colonne); A,r,^ la matrice des A"'' où

^ = Qp_,+ Qp, A = Q^_,+ i Q„

{g indiquant la ligne et /* la colonne ); a'^^ la matrice des matrices
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'../• = > Q-o

(/ indi(|iiant la ligne oty la colonne) ('). A'', devant être transformée

en elle-même quand on applique a aux x et [ï aux v, est évidemment

nulle si o-,", 7^ i . Donc Les seules A'-' ^ o *o/?/ ce//es om

i^j-\-\ modx ( j, y r= I , . . . , Qu,x).

Soit donc
i ^y + I modx.

Alors a[',x'/^yi est remplacé par

et, pour que le coefficient de a'^/^ dans [i a a soit encore a'/„ il faut et

suflit que Ton ait, en regardant a'// comme nul pour A > »?, ou / > m^,

(1) «;// + f?i//_, + rt^{_, /= o (A-— 2, ...,/«,+ I ; /r^ 2, ..., wy-i- i).

Cette équation donne en particulier

ay,„=:o pour k ti,

a'J,j = o poui' l 11,

et montre de proche en proche que tout élément de A'^ situé au-des-

sous de la transversale principale de A'-' [j'appellerai transversale

d'une matrice \ = (in,) de type (p, a) toute file d'éléments perpendicu-

laire à la diagonale principale, /r'™'' transversale celle qui contient ^,^

et transversale principale la p'™'' si p S ct, la ct'™^ si p ^ (T ; le A''""''' élé-

ment d'une transversale sera celui appartenant à la A"'"'" ligne] es/ «a/;

on le voit clairement sur la figure. Quand on se donne un élément de

chacune des nij transversales passant par a'/,, ..., aj,',^, par exemple

les a'/^, on voit encore de suite sur la figure que (i) détermine complè-

tement lesa^'^. En particulier, si a'I^-^ o, a'/, étant nul pour /> r {ou

r étant égal à nij), tout élément situé au-dessous de la transversale

(') Four la seule analyse des n"^ -2-6, il sérail plus simple de déterminer sépa-

rément a'* par exemple.
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passant par a'/, (que j'appellerai alors transversale caractéristique de

rang r) est nul, ceux de cette transversale étant égaux alternative-

ment à a'/^. et à — a'/, , en sorte que le rang de A'^ est r.

On remarquera que, si A'-' (aj{) est la détermination de A'-' quand

on fait nuls tous les a'/^ où l^'k,

A'V=2xA'V(aV),

car les nij égalités analogues à ( i) relatives aux mj matrices A'-' (a{{)

ont évidemment pour somme l'égalité correspondante relative à A'^.

4. Achevons maintenant d'introduire la condition |a|^o. Soient

Ap^ la matrice des a'^] où k et / restent fixes {k\^nl^^^, l';,ni,^J tandis

que / parcourt les nombres

xQp
1 + 1, .... xQp,

ety les nombres
/Q^_, + i, ..., xQ,;

Ap^,„ la matrice (jui se déduit de A*, quand / parcourt seulement les

nombres

xQp_,+ /, xQj5_, + < -H X, ••<Qp-i+ ' + (?p— ')x

ety les nombres

>Q(i-i + «, xQ^_,-H« + x, .... xQ^_,-|-« 4-(7,— l)i<

(i indiquant la ligne et / la colonne); Â*^ la matrice des A*^,,, où /,

M = I, . . ., X (/ indiquant la li^ne et m la colonne; il est clair que Â*^ se

déduit de Ap^ par une permutation de lignes et de colonnes); Ip^ la

matrice des Ap^ où

A=Qp_, + i, ..., Qp, /=:Q^_,+ r, ...,Q,

[a- indiquant la ligne et / la colonne; les À*;^ situées au-dessous de la

transversale principale de -ip^ sont nulles, et, dans chacune des autres,

les seules Ap^,„^o sont celles où (/, u) est l'un des couples (i, x),

(^2, i), (^3, 2), ..., (^x, X— I)]. Par une permutation des lignes et
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des colonnes on peut faire en sorte que chaque Ay^ soit remplacé

par -ip^ ('). Or les matrices

11' '"-11 A.3,,,,-2

qui forment la Iransveisale principale de I ',
, sont égales à ± À|'"i fil-

les À^' situées, dans -i, ,, au-dessous de celles-là sont nulles. Donc

A\, Ai;

et de même

Je vais montrer (|ue

Pour cela remarquons d'abord que, si' a\ esl ^ o, une nu moins des A'-'

(') Les deux figures çuivaiUes, où les points indiquent des éléments de a (les

Fis. 1.

;:•:
'-.-i: ' tW'

'
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de chaque ligne (^colo/i/ie) de ri-, , considérée comme malrice des h.''

est de rang m, sans quoi, la transversale principale d'un A'-' de

rang- < m étant formée d'éléments nuls, a aurait une ligne (colonne)

nulle. Soit, par exemple, A"' de rang m. Si A" (j pouvant être > q-A)

est de rang k et si Wy, = w est la substitution qui remplace

Yk pai- r'îc-^'^-y'i,-! {/^—f -i-u ..., m; f 11 si i=/t)

sans altérer les autres variables, on pourja déterminer X de manière

qu'en prenant

ica =•«' pour a (\(i\ = \a\)

le rang de A" soil < A
|
la matrice Kva se déduit de a par addition des

pernuilalioD . On a supposé »?,= 5. y, ^3, 7?ij=; 3, t/.,:=2, w =; ?,, z ::z; 4- ^n

\.. <... l... 1

::: <.:: i::: c:: '

1 ... 1 ... 1 ... 1

;:: •|::: 'h: '] 1

:;: "ii;^ '"I ;

j

'
'::; 1 ' ' \

"'''
i

i i

1
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colonnes de rangs

mil — m. inh -h m — i, .... ni/i -t-/ + i

multipliées par A, à celles de rangs,

mi -+- m — /, m i -}- m —/ - i , . . . mi -^ \

respectivement; je dirai que cette série d'additions est une addition

de multiplicatcui- X

de la (mh -+- m )''""' tra/isierscde de a à la { mi -+- m —/ \^>""'\

et que le groupe engendré par les substitutions de la forme «>'', est le

groupe des additions relatif à ^ ; aw se déduit de a par des additions

symétriques de lignes constituant Vaddition symétrique de transver-

sales]. D'ailleurs, u' ('tanl permutable à a. et à ^, on a

Donc a' a les mêmes propriétés que a, et l'on pourra, en répétant l'opé-

ration et en faisant, au besoin, des permutations de ligues et de co-

lonnes, ramener d'abord -l,,, considérée comme matrice de Â^'', à ne

contenir qu'une Â^''^o par ligne et par colonne, puis les -i,, et

les =i,,- où ?'> I à zéro. Ces opérations n'ont pas altéré
| A-,

,
|. En opé-

rant de même sur les -l>o, et les cl^,,, etc., on ramènera o à la matrice

diagonale des cipp.

Pour que
\
a

|
soit =^ o, il faut donc et il suffit que chaque

|

App"''e
|

soit f^ o, c'est-à-dire que

ui"'o.| |A""7| |.\"'S ,1

dont il est le produit, soient f^ o.

ii. Le nombre d'arbitraires entrant dans a se détermine aisément.

On prendra d'abord, pour chaque valeur de p, \Gsqi éléments de A^.^"''?

de manière que
|
A^"'"?

|
soit ^ o. Soit

le nombre des autres éléments de a. il y a, dans -1
, ,, y-q- matrices A'-'
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dans chacune desquelles il reste m — i éléments arbitraires, pans
chaque A'^^ o où l'un des indices est /.y et l'autre > y.O;,

,
et5 yJ )/,,

il y a Wy, arbitraires. Donc

(2) N(0|, Wq^; ...; — >;yj(,„,_ i) 4- v/ y, (;///,,</,-}- /M, 73 +...) 4- N|,(^)„ Wq. ;...).

(>. Oii peut par des changriuenls dr rariables conservant In

forme canonique de a el de ,3 ramener a à une forme simple coni-

plèlemenl déterminée. — En répétant, au !)esoin, l'opération qui con-

siste à remplacer a par a'-*'a (' ), on ramène d'abord comme tout à

l'heure les -Ip^ (considérées comme matrices de À*''') à ne contenir

qu'une A*'* par ligne et par colonne, puis les dp^ où p :^ a- à o. En
remplaçant alors a par Ho, ; étant une substitution du groupe des

sous-séries relatif aux y',., on ramène chaque I
pp, considérée comme

matrice des A^'', à la forme diagonale et le premier élément de la

transversale principale de chaque A'^ =/: o à i. En remplaçant ertfin a

par w'ifa, on pourra donner à c/l'^^^^une valeur arbitraire. Supposons,

par exemple, que a\\ = o et cjue a\i, . . ., «',';„ sont les coefficients de

(— i)"'~' (i -t-ôf)'"~- ordonné suivant les puissances croissantes de .'•.

Alors, d'après (i), a],'; est nul pour /i <^ m (aj"'^^^^ i),eta'/;, •, aÂ'",„_^.

sont les coefficients de (— i)"'~* ( i + x)'""'' ' ordonné suivant les puis-

sances croissantes de x.

On opérera de même pour léduire à cette forme, que j'appellerai

forme hilinéaire type ou du premier type, les autres A'-'^ o. En
supposant que a"\, .... o.'^;, sont les coefficients de (— i— x)"'~' or-

donné suivant les puissances croissantes de .'r, w)'^,, , . ., «i',„_^_j., seraient

ceux de ( — i — .r)"'~* ordonné de même; j'appellerai cette forme hili-

néaire du second type (-).

(') Lorsqu'on fera plus loin des réductions analogues en s'astreignanl à traiter,

dans les changements de variables, les .r el les y comme cogrédients ou conjugués,

il faudra supposer qu'on remplace ici a par i'>" «"'>',' ou par w-^'iawf^'f. La même
remarque est à faire au sujet du remplacement de a par >« ou par wff dans un

instai)t.

f^y On remarqueja que les transformations de lignes et de colonnes qui con-

duisent :'i la fiirrne lédiiile ol)teiiM(; s'onérenl en réalité sur cliacuiie de*! ma-
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7. (i n'étant pas enlirrcment déterminée par ^«a = a et |ff| = o,

on peut lui imposer daulres conditions. Adjoignons, par exemple,

la condition a =^ ± a ou a=^ a (on peut omettre le cas a =^ — a qui

se ramène au cas « = r/ en posant o = ia ). Tout en ne regardant pas

P comme nécessairement égal à oc ou à x, je traiterai les x et les y, dans

les cliangewents de variables, comme cogrédients si a =^± a,

conune conjugués si u = a, de manière à conserver ces propriétés. Je

supposerai donc qu'on peut canoniser simultanément a et ^ par de tels

changements de variables. La correspondance établie entre a', et v,

par la condition a = ± a ou a = a quand on assimile a à La^/^x^y/^ se

traduit par la correspondance entre les variables canoniques x',_, y\
(l'ordre étant celui du n" 5V II est clair que /, = 5, si ji = a, et que

tj = Si si j3 = a. On a ici

(3) a'il^^a'ili si rt=ro; a'i[-^-~ ci'l, =i «nu— a; aYi;^=^a'iJi si a =: rt.

Ces relations exigent, on le voil sur la ligure, que y. soit u. Si

j ^ i, elles déterminent les aj'^ situés au-dessous de la diagonale de a

par ceux qui sont au-dessus. Si j = / et si A"^ o (alors /, — i et

t, = s'^ '

), elles exigent que le rang r de A" soit impair pour a = a,

pair pour a ^^ — a. Si a =^ «, /• èlanl i/jtpair, on a, d'après (i ),

" /.'-
1 , /.
= " /.'. /.^ 1

= — 2 « '/!/. ( /• .; 3 )

.

Ou peut donc prendre, dans A", pour seules indéterminées a"|. ...,

a',',i, 2 u. — 1 étant le plus grand nombre impair ;; /«, [j. = E
(

—'

J

,

K(x ) désignant le plus grand entier .r . Si a =^ — a, r étant pair,

on a a'/^f_
= o : on peut donc prendre, dans A", pour seules indéter-

liices fl"-, «-', a'^'-, ..., a^>^-' (3) prises séparément. Pour la lédiicliou précé-

Hente, c/. Jordan, ./. J/. . lOdî, p. aS 1-^38; Dickson, Tronsact. ofl/it-A/ii. Math.

Soc, 1906, p. 283-28').
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2U. étant le plus grand nombre pair : ii>A\j.=^YL(-^]\-Sia^ cit le

rang/- de A" peut être pair ou impair; mais la transversale caracté-

ristique se compose d'éléments réels pour r impair, d'é^nents pure-

ment imaginaires pour /• pair. De plus (3) exige que les a^^ soient réels,

en sorte que, d'après (i), la partie réelle des aj,'^_, (/f >2) est déter-

minée par les a^'^. On peut donc prendre, dans A", pour indétermi-

nées, si /«/ est pair ^= 2[j(., les nonibres réels

et les parties imaginaires de

«"•> «'2':.' • "ti',u.+li

si nii est impair ::^ 2u. — 1 , les nombres réels

^1
1

, ... * ^[j-|j,

et les parties imaginaires de

a','.,, a!/,, . . . , «a-i.|j..

8. Au lieu de la condition a = ± a ou a = a, adjoignons la condi-

tion a = ^a ou a = ^a (en traitant, dans les changements de va-

riables, les X et lesj comme cogrédients si a = ^a, comme conjugués

si a = ^a, de manière à laisser inaltérée la forme de cette condition),

•*7, '^O'a É'Va/// toujours les tmriablps correspondantes . On aura

En remplaçant donc, si a = pa, a'^J par

et</M par

-/(«^;n-t-«/ii./.+i)-

on obtient, d'après (1), les A'^ n'étant pas tous nuls,
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or
iJi-Tj rr I

;

donc, la^l étant 7^0. 7,= -:, ou

(on remarquera que ar/a = a résulte de a = ao par l'éliminatiou de

a entre a ^ aa et sa transposée). Si a = f5r/, on obtient de luèuie

(aaoc := a résulte encore de a = aa). Dans ces deux cas x est ^-i. Si

* 7^/' (4) détermine les o/^' situés au-dessous de la diagonale quand on

connaît les autres.

Soit i =^j (donc /. = i). Si a = aa, on a

et le rang r de A" esl impair ou nul pour s = i |(4 ) donne, pour

A- = /, a^'^^, = o
;
or, pour r = 2p, «".p+i ^^*- ''''•^" '^ transversale carac-

téristique
|,
pair pour .v = ~ i f(4) donne, pour A = /,

2«/.7, = — ^' /'./, + 1.

d'où, pour / = 2p — I
,

or, a^'j. est alors sur la transversale caractéristique]. On peut donc

prendre, dans A", pour seules indéterminées, si * = i (a'^'_^ ^= o ),

2[A — I étant le plus grand nond)rc impair ^ ///, u = !<]

si*=-i(;2a^=-<,_^,),

•

"ij.']j.
(ou «','.,, o!,'.|

2 [x étant le plus i;rand nombre pair 2 /'', a = E ( —
)

Si a = a a, on a
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el la condition

qui résulte de (4) (pour ^ = a, A = /•, /= i) et de (i), détermine le

rapport des parties réelle et imaginaire de chaque élément de la

transversale caractéristique. Déplus (4 ), pour / = k, détermine aj,'^^.,

par a^'^. Or, si /• est pair = ap, ap%+i = u est sur la transversale carac-

téristique, et l'on a, en posant a'^,^ = r,

M = — su . s( V-i- II).

Mais ces équations donnent seulement une relation linéaire entre les

parties réelle et imaginaire de u et une autre entre celles de c. Donc
/ peut être pair ou impair, et l'on peut prendre dans A" pour seules

indéterminées, si w, est pair = 2(i., a",, . . ., a^, ^j.,, et une des parties

(réelle ou imaginaire) de a'^^ et de «^'ji+i, si »<, est impair = 2[a— i,

a",, .. ., a^_, jj_, et une des parties (réelle ou imaginaire) de a^^^,,.

9. Pour que
|
a

\
soit ^ o, ilfaut que q^ soit pair dans les quatre

cas suivants :

irin pair avec
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Si a = aa, il rst clair que \x\ — \. Si a = — a. on a encore

sans quoi x aurait le multiplicateur ~ i, el un au moins des produits

m^qh relatifs à .y = — i devrait être impair contrairement au théorème

précédent. Si o = a,
|
a

|

peut être égala — i ; mais s/
|
a

|
= i avec

s = — I
, Q(o est > I ('). Si a = oca,

|
aa |

—
i

.

10. On remarquera enlin celte conséquence de la nullité des a'/l/

situés au-dessous de la transversale principale de A" : si a est hernii-

tiennc définie avec j3 = a, x a une forme canonique monôme et des

multiplicateurs de module i ("), sans quoi certains coefficients dia-

gonaux seraient nuls.

On en déduit immédiatement des conséquences connues analogues,

relatives aux formes quadratiques définies.

La détermination d'une forme hilinéairc à variables conju-

guées a telle que (x.ay. = a se ramène de suite au cas oh a est hermi-

tienne, car, a étant de la forme a' -\- la" où a' et a!' sont hermitiennes,

on a

y.a'c/.^a. xa" tx^ n"

.

Si a est définie, oc a encore une forme canonique monôme et des

multiplicateurs de module i . Je laisserai désormais de côté les formes

bilinéaires à variables conjuguées non hermitiennes.

11. Calculons le nombre d'arbitraires entrant dans a. Nous pren-

drons d'abord, pour chaque valeur de p, les q-^ éléments de Ap™"? de

manière que
|

A' "S | soit ^ o (les «'i',,,,,^ satisfaisant aux conditions in-

diquées plus haut). Soit

le nombre des éléments arbitraires restants de a. Si st ^ i , il y a, dans

ci,,, 2q- matrices A'-' f^ o dont q- sont déterminées par les q- autres,

(') Comparer Nkito, A. M., t. \1\, |). lo") (ilSyj).

(-) LoKwv. :V. A. II.. t. TAXI, n" 8, p. 38-.
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lesquelles renferment encore chacune ni — i arbitraires, et, dans, d,

(p>2), -iqqçA.'' ^o renfermant encore chacune m^ arbitraires; donc

( Ni = '-/'('" —0 -\-2q(ni.r/.,+ m^,i.,+ . . .) ~ ,f(m — i) +</(« — nu/).

Si 5/ = r , il y a, dans d,
,

, r/- — y A'^ (/ /y ) dont ^^^^ sont déter-

minées par les
''

autres, lesquelles renferment encore chacune

//t — I arbitraires, plus ^-A" contenant encore chacune un nombre

•!/(«/ ) d'arbitraires égal à E(— )
si a = a, à E

m — I

SI ff = — a ou

SI a = y.a, a

—

-^
— (en comptant pour -une partie réelle ou unagmaire

indéterminée ) si « = a ou si a —- ar/; donc

N(Q, ,/«„,; ...) = N, + N(0„ w.

i H,= 'I^—-l{m-i)^fj<^{m) + ,j{n~m,i]

12. Il est aisé, d'après ce qui précède, de trouver toutes les ma-
trices a invertibles ou non telles que

a ^ or.a (ou a =ic/.a}

[d'où, on l'a vu,

aaix^^o (a«a=rfl')|.

Les racines de
|
x — .v£

|

se répartissent en quatre catégories possibles :

i" les racines égales à dzi-(de module i, si« = a«); 2° les racines

5, 7^ ± I (de module ^ i ) telles que .y,
' (s,- ' ) soit aussi une racine ot

que les exposants des diviseurs élémentaires relatifs à .y, et à *t' (Àt')

soient les mêmes; 3° les racines .v, telles (|ue s-' (.v^') soit aussi racine,

mais que les exposants des diviseurs élémentaires relatifsà.s, et à s~' (.y')

ne soient pas les mêmes; 4" les racines restantes.

Soient encore x^ la A'""' variable de la i'""'" suite
; y[ la k'""" variable

de la i"'""' suite d'une seconde série de variables cogrédientes au.v x'^

(aux xj. si aaa = a), y[ correspondant à .r^ et l'ordre des suites étant

Journ. de Afat/i. (6' série), tome V. — Fasc. I, inoy. '
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provisoirement arbitraire; c:,- le multiplicateur et «z, le nombre des

variables de. la /''°'" suite;

la partie de a où lignrent les .r de la /" """ suite et les y de la /""". Les

seules A" ^ o sont celles où

a,cr, = i (cr,a,~i).

et les a'/i s&nt liés par (i) et (4 ) seulement.

Admettons, pour fixer les idées, qu'il y ail des racines des quatre

catégories, que

que'

(que

que

o-,-.^,— . .

a = xa ),

'^/i+i>

soient de la seconde catégorie, a, _^,,_ , étant égal à crj'^,, (à a;;^., si â = aà),

et donnent lieu à des diviseurs élémentaires de mêmes exposants rangés

comme au n" 5, que

soient de la troisième catégorie et o-,^,, <j, de la quatrième. Soient
«' la matrice des A'^ où / et / sont </., a' la matrice des A'^ où /' et y
sont >/'2 et 1/^, o"'(=o) la matrice des A'' où / et y sont >/3.
a aura la forme

a' se détermine comme on déterminait a quand
|

a
|
était ^ o, mais en

omettant les conditions du n" 4. a" de même; les A" y sont nulles;

chaque A'-* de a" située au-dessous de la diagonale principale sera dé-

terminée par A" d'après (4); chaque A'^ de a" située au-dessus de

cette diagonale sera déterminée, d'après (i), par les /«,y premiers élé-

ments de sa première ligne, /«,y étant le plus petit des nombres //?,

et nij. Le nombre N des arbitraires ligiirant dans la solution générale a



StJR LES FORMES BILINÉAIRES ET QUADRATIQUES. 1<)

de â— a« et celui N' des arbitraires entrant dans la solution générale

deâ = a« se caleulenl aisément, d'après.ce qui précède, à Taide de

formules analoi^ues à (V), ( ()) (on n'aura plus ici à choisir séparément

les éléments de A^^""? de manière que
|

A^,"'"?
1
soil ^ o) qu'il est inutile

d'écrire.

On peut d'ailleurs ramener la détermination de a à un problème

déjà traité. Soit c une solulion imotihlr de

<:=— C/.C (f=--aO.

En posant
(/ = .rf,

l'équation

n=^ y.a ( a^=: c/.ci)

devient

d'où, en transposant et en éliminant ..' (en transposant, en passant aux

conjuguées et eu t'iiminatit ./,),

La condition que x soit permutable à a (à a) suffit d'ailleurs, comme

on le voit immédiatement, pour que

rt
— -(.rr— c.f) \ri — -[.rc — CI- : \

vérifie

a T= (xa (,« r= y.a) (').

Donc, .T parcourant les matrices permutables à a (à a).

-(.vc — cj) \-{xc ~ c.t)\

parcourt tontes les solutions dea == aa(de «= aa). Pour que deuv

matrices .r et ' + y permutables à a (à x) fournissent la même soiu-

(') Cf. V'oss, A. A. M., t. WII, p. 33i (i%>)-
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lion a, il faut donc et suffit que

rc:=cj {yc = cy) (').

Soient M le nombre d'arbitraires entrant dans la solution générale de

yc = cy,

M' le nombre analogue relatif à

yc = cy.

(P')le nombre d'arbitraires entrant dans la matrice la plus générale

permutable à a (à x). Les matrices permutables à a (à a) forment un

groupe additif abélien dont les matricesy forment un diviseur, et Ton

aura
PrzM-HlN (F'=M'-f-l\').

Donc
IV1 = P — N (M'=P'-N') {"-).

15. Revenons au cas où
|
a

|
=^ o, et soit

a^=nza ou a^a.

On peut, par un cliangement de variables conscnant la forme cano-

nique de y. et de '^ (les y étant regardés comme cogrédients aux ,r si

«=±a, aux a? si a = o), ramener a à une forme simple complè-

lement déterminée. On verra d'abord comme au n" 6 que, si A'^ ( i,]"^ q)
est de rang /y/, on peut supposer que toutes les A'i^ où A — / avec [j: ^ /,

on'k^ j avec a -^ j, sont nulles et seborner par suite à déterminer -i,,.

De plus, SI st = I a\rr a = a cl m pair, ou avec a -^ — a et m impair

{q est icipair), on peut supposer que les A", dont le rang est alors< m,
sont nulles et, en choisissant bien les notations, que A'- et A-' sont

(') Celte équation exige que ; soit permutable à a (à a) : on le voit comme
tout à l'heure pour j.-.

(-) C'est la généralisation des résultais obtenus autrement pai M. \ oss [5. A.

J/., t. XWI, p. 2ii-a7a(i896)].
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de rang m, les autres A", A", A^', A'- "étant nulles; puis, si q : !\,

que A''' et A'' sont de rang ///, les autres A^', A", A", A'' étant

nulles, etc. (on retrouve ainsi que q est pair). Si-si^i, les A" son/

nulles nécessairement, el l'on peut opérer la même réduction.

On remarquera que, quel que soit st, A|'" est alternée pour a = a

avec tn pair el pour a =^ — a avec m impair, syniétricpie pour a = a

avec m. impair et pour a =^ — a avec /// pair; la matrice ^"' ' A|'" est

hermitienne pour a == a. Si donc si = i avec a = a et m impair,

ou avec a ^= ~ a et m pair, ou avec a =^ a, on pourra ramener K\'" à

la forme diagonale par une substitution du groupe des sous-séries

relatif à a. Après un changement de variables produisant cet effet,

les A" sont toutes de rang m (| A]"'
|
est ^ o), et, en opérant comme

tout à l'heure, on annulera les A" où / =^ /.

14. On peut aller plus loin. Tout d'abord, si st ^ i , ou si s/ = i

avec a ^ a et ni pair, ou avec a = — a et m impair, un ramène A'",

A^'. . . . àla forme bilinéaire type, comme au n° G.

Soit st = 1 et m impair = 2 u. — i avec a =^ a ou a ^= a. Si a^= a,

on ne pourra pas toujours ramener les o('„ à des valeurs arbitraires.

En effet, soient 1; le groupe des sous-séries et Sy le groupe des addi-

tions relatifs à a. Toute substitution permutable à oc est de la forme Hy,

et, si Hy change la forme léduile

— 1 "im-' 1 J M

de A]"' en

il est clair que ^ opère déjà à elle seule ce changement. Or ?, qui trans-

forme les rt|''„ comme si on l'appliquait à la forme hermitienne

(6), permet seulement dt; les réduire à des valeurs absolues arbitraires,

le nombre de ceux (jui sont positifs restant inalt(''ré. // y a donc,

pour A]"', q types distincts. Si a 7= a, au contraire (A)"' est alors

symétrique), comme on peut employer des substitutions \ non réelles,
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G contenant les nombres complexes, on puuiia donwr aux a{^„ drs

valeurs arbitraires.

Soit e„ une valeur réelle, positive, ar])itraire. Je supposerai que, si

a = r/, a^;„ esl égal à r„ pour y = i, «y, et que, si a = a, l'indice

d'inertie de A]'" (quand on remplace j^^,, par x{) étant y], ay„, est

égal à <\ pour j i -q, à — f'„ pour y > -/j. Je désignerai alors par £•' = e

la valeur de fl/,(j = (~ 0^"'
^'ii,-

Si a — a, ( i) exige que «//_, ^^
soit égal à — ^- Si a = a, (i) exige

seulement que la partie réelle de ajî{,
^^
soit égale à — -• En détermi-

nant convenablement A dans

(V= |.r^, ^'p-t- X^-c/.-i
I (fj

= 2, . , ., Hi ; y.iv = ivoc).

et en |)renant o'^mv pour ^/, ou aura encore a'^_^^,-~ (la transver-

sale étant ici réelle, cela conduit à une écpialion de la forme X — X = /c,

c étant réel) ; mais je supposerai plus généralement (en vue du cas où

£ aura le module '2) (pi'on prend pour ai,'_^^^^x une solution arbi-

traire de l'équation

qui résulte de (i) et (3 ). Dans les deux cas a — a, a = a, je désignerai

par/-' = / la valeur de <7|/_, ^.

Si a — a, on peut ensuite annuler a{-', , al/.,, ..., a^-L, ,i.. ,; car, si cf^l/l/, ^_^

est le premier en commençant par la droite qui soit :^ o, en détermi-

nant convenablement X dans

w =
I

,r-^, x^ + la;-'p_^.2i.
| (p rr 2 /» + i , . .

. , «i ; «ir =r n'a),

et en prenant waw pour a, a,i' /, ,j.. ,, sera nul. Alors, d'après ( i ) et (3 ),

les ajj où A et / sont <^ [x sont nuls. Si a = a, ou pourra annuler de

même a-\/_^_^_,. (qui est réel) en prenant waw pour a, ce qui conduit

pour X à une équation de la forme X -1- X = e, c étant réel. Mais de la nul-

lité de a\\, .

.

., a^;'L,(ji_i résulte seulement que a{i, ai{, ..., a;i'_2,|j.-i sont

purement imaginaires. On pourra cependant les annuler encore: car,

si
«f,.-/._i ,,.- k

est le premier en commençant par la droite qui soit ^ o,
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en choisissant convenablement A dans ,

IV = |a-^', ^^-l- >.a^_2A_i
I (p = 2^- -+- 2, . . ., m; «(!' = tva)

et en prenant wcur pour a, «//;;,„_; sera nul (l'équation que doit

vérifier X est de la forme A — A = ir, c. étant réel ); alors tous les af^,

où k el l sont <^ a sont nuls. On voit d'ailleurs sur la figure que la

matrice d'ordre ul formée des a{^i où A = i , . . , a et / = a, . . . , w est

complètement déterminée par a^^j, al/_^^,^ et {i). Donc elle est la

somme de deu.r matrices d'ordre [jl, l'une du premier type (6 ) unil-

tipliée par e — /", l'autre.du second type multipliée pai-f (
'

).

Soient st = i et m pair ^ i> (j. avec a = - aou a=^ a. Si a =^ — a,

A]"' est encore symétrique, et l'on peut donner aux a^,^ des valeurs

arbitraires. Si a = a, la matrice /A["' est herinitienne et a q types

distincts.

i\ étant toujours une valeur réelle, positive, arbitraire, je supposerai

que, si a =^ — a, a^-^„= ?„ pour /' = i , . . . . y, et que, si a = a, l'indice

d'inertie de /AJ"' (quand on y remplace yl^ par .c\) étant y], a(-',„ est

égal à ?e„ pour y!; r\, à — ie^^ poury ]> /;, et je désignerai par

la valeur de

Si a = — a, on peut supposer a^'^, a^{, ... ajîi,^ nuls; car, si

a^{-A_,,jj,_/, est le premier en commençant par la droite qui soit ^ o, en

choisissant convenablement \ dans

«• = [,r^, j-^ + >.i-i_,A_2| (p = 2/.--i-3 m)

et en prenant waw pour a, a'^_^_^,,_^ sera nul. Alors, d'après (i)

et (3), les a^-J où A et /sont f u. sont nuls. 5t a = a, on annulera d'abord

la diagonale (réelle) en prenant a'««- pour a, w ayant la forme

|^P> ^l + l^-ii.~i
I

(p = 2Â--f- 2, . . .,/n),

(') Pour le cas a = a, c/. Jorda.n, J. M., li
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ce qui conduil pour A à une crjuation du type A — A = ic, c étant réel

(la transversale principale est ici purement imaginaire); a^^^_i,__t ,;,_,. est

alors purement imaginaire, on l'annulera comme dans le cas a = — a

(d'où pour À une équation du type A + A = c, c étant réel), et finale-

ment les a'^, où k et l sont 'z ^- pouj-ionl ètic supposés nuls.

La matrice des e"' a^^ où

A' = r , . . . . fi el / := u -<- I , . . . . ?«

est évidemment du second type ( (» ).

4o. Soit maintenant

Comme précédemment, il suffit de déterminer a,, ,.

Remarquons d'abord que, si st = \ , donc x = i, comme ici ji = a,

on a

.ç = / =± I .

et (4) donne

ou

âî;"-(-i)"' uk\'i'.

Si s =^ t ^i avec m pair, ou si s := t = ~ i avec m impair, le rang

des A'^ étant d'une parité différente de celle de m, on peut supposer

les A-'-' nulles et annuler toutes les A'^ sauf les A-'"' '^ et les A-^ -' '

[on a vu (9) que q était pair dans l'hypothèse actuelle, et on le retrou-

verait d'ailleurs ici]. Si st ^ i, les A'-' sont nécessairement nulles, et

l'on opérera de même. (3n donnera à A'-, A^', ... la forme type,

et A-', A", . . . seront déterminées par (^4)- Si s := t =: i avec m im-

pair, ou si s = t =^— I avec m pair, A["' est symétrique et se ra-

mène à la même forme diagonale qu'au n° 14 (dont je reprendrai les

notations). Si s = t ^ i avec m impair == 2[j. — i, les ai-'j^^^ sont nuls

d'après (4)- On annulera par des additions de transversales les a\\,...,

ûj^i, ji_i. Alors tous les a'^^ où k el l sont <^ [j. sont nuls, et la matrice

des e~'
ajfi

où k = i, . . ., pi t'/ / = [j., . . ., m est réduite au premier

type. Si s = l = — i avec m pair = 2 pi, on annulera d'abord a-(^,,

ai{, ..., «j'/l, j^
par des additions de transversales. Alors, d'après (i)
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et (4), tous les a{{ où h i>sl < ;x rt I a sont nuls, el la matrice çles

e * a", où II — \ , ... [j. f( I ~ IX -h i /// est la somme de deux
matrices d'ordre ijl, l'i/ne du premier, l'nntre du second type.

16. Soit enfin

Il =: a a.

Si st ^ i, on procédera comme dans le cas précédent. Si st = i

(ici t — s), en prenant ap pour a, p étant une racine de p-= /, on

peut supposer (jue, dans (4); ' = ' • ^^n <' alors

a\'m = «5/,, = (— i)"'"'rt-'/„,-

Donc /'" 'A]'" est hermitieniie et peut se ramener à la même forme

réduite qu'au n" 14 (dont je reprendrai les notations).

Si m est impair = 2 a — 1 , la transversale de .V^ est réelle. (lomme,

d'après ( 4 )j jj jj • Il

est purement imaginaire, on pourra, par des additions de transversales,

annuler les a|',, a^^i • ^ ^i'' lia-
Alors a^^^ , cu[L\.<^-\. sont réels, et par

des additions de transversales on pourra les annuler, ce qui, d'après(T K

entraine la nullité de tous les a{{ où k et l sont < [j.. La matrice

des e~' ai^i oàk ^ \ , . .
. ,

[x et l ^ [x, . ... m se trouve ainsi réduite au

premier type (6).

Si m est pair — 2 a, la transversale de A^^ est purement imaginaire.

Maison pourra procéder de même pour annuler les a'^i où k est <^ ;;.

et /<u. et la partie réelle de a^/^,.; alors la partie imaginaire de aiî^, est

déterminée, et la matrice des t?"' a^-J oà /r = i , . . . . a et / = jj. 4- i , . . .

.

m est la somme de deux matrices d'ordre [x, l'une du premier, l'autre

du second type.

17. De la forme réduite obtenue dans le cas a = a on déduit très

simplement une inégalité établie d'abord par M. Lœwy {N. A. H.,

t. LXXI, n" 8, 1898). Opérons en eflct sur ^cette forme réduite où je

remplacerai j* par a;* /en prenant/ égal à— - pour.*/ = i cl /n impair
j

la subslitution, non permutable à a en général, (pii consiste à prendre,

Jount. ,1e \f(i/h. (H- ^,iic). t..iiM- \. — l-.isr. 1. irr"i. 1
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dans A^' ' -' si si =f^i, le coefficient de jf~' ( X- = i , . .
.

, nuj) pour

x'ili-k+i (donc, dans A-' -'"', celui de .rj' ' pour xll_,.^^), et, dans A'^

si st^i, le coefficient de xM /• = i , . . . . E( ^ H pour x,„__^ [donc

celui de ('— i)"'r'a;^ pour ;»/„ ^ |. La matrice

o y-j '--^
>

si */:^i, et la matrice A^^ si 5/ = i, seront alors réduites à leurs

transversales principales. En observant que les formes

.vy H- >•.' et j ( ly — y.r )

se transforment, par les substitutions respectives

en

2( .i\i- —yy ',

on voit directenienl que la caractéristi([ue de

o Av M'

\ Av.iy-i o ;

pour st ^ 1 est m^j, et que celle de A" pour s( = i est K( —-) Donc,

la caractéristique (
' )c de c/ étant au moins égale à la somme des carac-

téristiques de ses composantes, o/i a

(7) c-^-lm'+lEC^),

m' parcour'ant les exposants des diiisews élémeiiluires de a— .v

relatifs au.i. racines s telles que si soil ^ i
(
pour chacun d'eux a = 2)

el m" les autres.

(') Si une forme liermilieiine « à n variables est réductible (par transforma-

tion linéaire) à la forme

l'i j-i j-, — — /l^ 1 J-'i-i-'i (
' = « )i

M. Lœwv appelle cairicléristn/uc île a le plus petit des deux nombres A. / — /i

{JY. l. IL. t. LXXl, n"8, 1S98).
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Si r 0/1 se donne c et une substitution ii-aire vérifiant {- ){outre les

conditions déjà rencontrées), la méthode précédente fournit direc-

tement, conjointement à laforme canonir^ue a de celte substitution

et à la substitution corrélative ,^, une forme hermitienne réduite a

de déterminant f- o et de caractéristique c telle que

^117. - Il ;

car, en faisant variei' le signe îles composantes de caractéristiques

E( —•
)
de rt, on t'ait prendre à la eaiaclt-risticpie de a tontes les valeurs

possibles, depuis son minimum qui est le second membre de (j)

jusqu'à son maximum R(-) {cf. Lœwy, loc. cit.).

18. Suppo.so/is maintenant que z soit un champ quelconque .
—

Prenons toujours les variables canoniques de a et cherchons à con-

struire a dans le champ £„ résultant de l'adjonction à z des multipli-

cateurs de a. Une condition nouvelle de rt'a/jVe intervient : c'est qu'en

repassant aux variables primitives, a soit dans C. Soit

I

3! -.VJ !=:(_, )"II,/,{i)w (/=I,'^. •'•

f(s)=^ npL,(.v— S/p) étant irréductible dans £(/, =./'; v, =v; Tj^t;

s,p=Sp; s, = s). Supposons aussi [î sous forme canonique, et qu'on

puisse établir, entre les variables canoniques de a et de [3 une corres-

pondance telle que les multiplicateurs

de [i qui correspondent ainsi â .s^i '•'/•' soient raiiiifs d'un facteur

irréductible

de
j
p — S£ |. D'a|)ivs le ii" 2.

|

3 — si
|

est de la foniic

(- trUigiisf; où -,(,?)= ri;'-, (.V - .s/p' 1 = c-'s'>J)is ' I [c,-f,{o)\.

Soient a, et j3/ les parties de a, fi dont les déterminants caractéristicpies

sont fi(syi et o^(.9)"' respect ivemcnt. Les -/ variables
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du système qui répond, dans a, à S/ç, (je les supposerai rangées de ma-

nière que zJ^^ soit la variable qui vient après z'j" dans la même suite, ou

la première variable d'une nouvelle suite, selon que z'f n'est pas ou est

la dernière variable d'une suite ) sont de la forme

-'P— V','1-' cf -»'^(^— -/. =0->/c>'ï//,i

les x'^ (xl^ = .T,t) étant des fonctions linéaires des a?, à coefficients

dans £. Soient

les yij,{y'iis=^yik) étant des fonctions linéaires des yi à coefficients

dans c, les variables de p^, uf(u]^^^ m^), étant la variable correspon-

dant à z'P. Soient ocj" l'action de a sur z'^, ..., ;'^; ^^ celle de ^ sur

u'^, . .
.

, «1^; «^ (rt^ = «f^) la partie de a où figurent seulement, avec

z'I', . .
.

, ^:^^, les n'y' répondant à //p = «Zp (à chaque suite de a relative

à Sip répond, dans (3, une suite également nombreuse relative à //^ ) :

on voit que

9/'^=o') "^l^^'^h ~l=^~l-

On peut évidemment numéroter les //vy de manière que /^p =,?,,' si

?/¥'/' {''/ ^) ^t 4"^ kf^si^ si "H'^fi- Si ?^= .//> comme// est irré-

ductible, V est pair ou égal à i : si v est pair — 2v', on peut en outre

numéroter less/p de manière que

•'•/.v+p= «/?' et Vp= «Av+p ( p — 1

,

•>'
) ;

si V = I
,

Si donc <:^f^ fi, on aura

I UJ'—^ T/; A-,Â' = o, ...,v,-i),

a'P.(.'r) étant un polynôme do degré < v^ à coefficients dans 2. Si

ç/=^y/, on aura

(9) \ «f=:i^y.«;f.(i,p)=;p«;':''p=:iyy.i,../;5.(5,p)^;(r^'-'-yytv;*'

( (y>/=' T/-, A-, /'=o vz-i).

J'écrirai r/P pour a^,? et h pour /' quand /= i

.
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Soit Ui la somme des matrices composantes «j, . .
.

, à\'. (^ommo on

peut exprimer dans z%i, p^ (£"., 204) et par suite rt/(2), on pourra,

en faisant jouer à C(Vrj ( ') le rôle de Z et à a? celui de a/, exprimer

flP dans S(Ac) par les ./-^^ et les j'',,. De plus, comme r/, = i^^P, étani

dans 2, est fonction symétrique des s^^ a^ se déduit de a' pat- le c/icm-

genient de s ru s^ [en considérant le coefficient de •^,(i_>^'„ dans «,, on

voit que seul le terme constant de
«f, (-«) pourrait dépendre de p; mais

le terme en a?^i/*o montre qu'il n'en dépend pas].

Si (f,,^/,, comme t/,^== s~' , a' vérifie ^^a* ocj = a', p,, agissant sur

les uf,' comme aj sur les Zj sauf que s est remplacé par //,, =:5~'(2).

On pourra donc déterminer a' dans î('.y) sans s'occuper de la condi-

tion de réalité qui revient à ce que a^ se déduit de a' par le change-

ment de s en Sr^, et qui sert par suite à déterminer les «P où p est ^ i

.

La détermination de a' dans £(s) rentre dans le problème traité au

n°6(-).

Si ç, = /, et V = 2v', a' vérifie jij^'a' a] — a' où p"('^' = a|"*^', et l'on

opérera de même. Si ©, = /", et v = i, il n'y a pas de condition de

réalité.

19. Ajoutons maintenant l'Iiypothèsc a^ (ia(h = ± i) , x^ et

yi étant les variables correspondantes, et astreignons-nous (c/. 7)

à n'introduire, dans les changements de variables, que des variables

cogrédien tes, de manière à conserver la propriété o ^ a. Je suppo-

serai donc les ii'? et les z'? cogrédients, uf répondant à zf (pour que

les a?'^ et Icsjk'a fussent cogrédients, il faudrait que ^ = a).

Si /« > I ,
«' = ZijOijz] u'j se détermine comme au n° 6, et, puisque

les variables z], u!'^ ne se correspondent pas, on pourra prendre, pour

les a'I^^^o (avec les notations du n" 6) de la forme réduite, des

valeurs arbitraires. La condition a = Ôa détermine a|^ para,.

Soit h = i, V ^^ 2v'.

('j J'entends en général par C(./-, y, . . .) le clianip résultant de l'adjonction

de a?, y, ... au champ C.

(-) Ici el dans ce qui va suivre, il est clair que les substitutions employées

pour la réduction de a\ doivent être accompagnées des substitutions conjuguées

agissant sur»;, ..., n'{, de manière que l'opération totale représente une sub-

stitution des variables primitives à coefficients da ns £.



3o



SUR LES FOKMKS UILlMiAIRKS ET QUADH.VTly UES

.

3l

s'écrire t'^c"', c étant quelconque dans C, ne peut être réduit qu'au;t

formes t'Jc~'ww, a étant dans C(*), et la condition

ou, en posant

(«„ et M, étant dans C),

u ^ «0+ "l''

«;+ bu^Ui + «î ^ c

ne peut pas toujours être vérifiée. Mais elle peut toujours l'être si

S est fini. De même, si </ > i et si £ est fini, on pourra réduire a-J-',,, à

e^ en remplaçant i-^ par W .•{. Lorsqu'on sera maître de clioisir les r[,

je les supposerai égaux à c\.

1° Si Q n'a pas le module 2, en introduisant i au lieu de s, la ré-

duction s'achève comme au n" 14.

Si ^ aie module 2, i est dans C, et l'on doit se servir de l'irration-

nelle s. Les éléments de la transversale principale sont toujours dans C.

On peut donner à /la forme/, .y, /, étant arbitraire dans C Lorsque

la diagonale principale est réduite à zéro, «(',, a'^,, a.i^-ii.,x-i
sont

dans C. Le reste de l'analyse se poursuit comme au n" li, avec des

modifications obvies, et l'on arrive encore aux mêmes résultats.

Soit enfin /t = v = i , donc / = s ± r

.

^, est encore égale à a, ; mais il n'y a plus de condition de réalité.

Si a, = — a,, a, n'a qu'un type comme au n° 14. Si a, = «,, le nombre

des types dépend encore de C , et de plus, ici, on ne pourra pas toujours

réduire A|"' à la forme diagonale (
' ). Une fois la forme réduite de A]"'

déterminée, on opérera d'ailleurs, pour a, =rt a,, comme au n° 14.

C) On vérifie par exemple direclement que a;y' -i-ya;', x-' et /' élanl cogré-

dientes à a- ely, n'est pas équivalenle à xx'+ yy' dans un champ fini de mo-

dule 2. Pour préciser, si S n'a pas le module •?. on pourra toujours par des ad-

ditions symétriques de lignes et de colonnes réduire A','," à la forme diagonale.

Si S a le module 2, on peut le réduire, comme l'a fait M. Jordan pour le cas où

est fini (7. M., 1905, p. 268), à la somme de deux matrices composantes dont

l'une est diagonale, l'autre ayant la forme type d'une matrice alternée. Si de plus

tout élément de 3 est carré, on pourra pousser la réduction jusqu'au point où l'a

poussée M. Jordan, c'est-à-dire réduire la composante diagonale à être d'ordre j: 3

et tous les coefficients ai.
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*m. fraisons niainteitant l'hypot/icsr a = aa, donc [6 = y. (8).

Si /«]> I, la condition a = y.a détermine, comme dans le cas pré-

cédent, «/, par a,.

Soit h — i ^ V = iv'

.

Désignons par «'''^^^,, une quantité égale à o ou à afj^^ selon que

u'j^ est ou n'est pas la dernière variable d'une suite. On aura ici

<I"(»ù, avec les notations de loul à l'heure.

Désignons par p une racine de p- = .s, et cherchons d'abord dans

quel cas p est dans C(s), c'est-à-dire dans quel cas p est de la forme

po + ?i*5 ?o et p, étanl dans C [alors C(p) = C(.y)]. La condition

jointe à

donne
s- ^= bs — I

p,(->p„4- l/p,) - I,

(II) p,~Op, (fj — i^i), pl{b-r l'J)^!.

Donc, pour que p soit dans C(.s), il faut et sufiit que A + 2 ou

/; — 2 soit carré dans C. Cela a toujours lieu si C est fini, car, ou bien

C a le module 2 et la chose est évidente, ou bien //- — 4 est non carré

(s'- = /w — I est irréductible). De même si C est formé de tous les

nombres réels, car, //- — 4 étant négatif, b est compris entre 2 et — 2.

Mais cela n'est pas nécessaire, car, si C est le champ des nombres ra-

tionnels, le produit de deux non-carrés peut être un non-carré.

Lorsque pest dans C(.s), la conjuguée p de p = p„( 1 + 0.s) relative-

ment à C, *, « est enliirement déterminée et l'on a, d'après (i i),

(la) po = pj(i4- es)(i-^es) = pi{be+ ?.) = '>•

Le polynôme
0'— hp'-h I
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qu'annule p est le produit de
,

r-l de

, 9
p'

P + I

H -+- 1.

^1,

Lorsque p n'est pas dansC(.sf), on peut comcnir cjue la conjuguée p

de p est la racine carrée de s qui est égale à s '. Il est d'ailleurs facile

de préciser. Le polynôme
p' — iip-4- I

qu'annule p est le produit des deu\ facteurs

où 9" = h -'<- 2. Or s n'est pas dans C(ç.) : si en ellel o était de la

forme 90+ 7*1 -^ (Ço et o^ étant dans C et o, 7^0), l'équation o- = A+ 2

conduirait à

?» — O; -H 5©, (^cpi -t- 2œ„) =3 ^ + !,

d'où /^-p, + 2 0„ = o : cela exige d'abord que C n'ait pas le module 2,

puis que j^ (A — 2 ) = i contre l'hypothèse que /> -4- 2 et A — 2 sont non

carrés, s n'étant pas dans Cfs) = C,, on peut se servir de C, au lieu

de C : alors

s = p- et ,s- = p-,

et de même
a}j(p'-) et <(pO

sont conjugués relativement à C,, p, p.

Stippo.suiis fi'abord que b + 1 est carré ou cjuc b -^ 2 el b — :>. sont

Itou carrés. Alors pp = i, et (10) peut s'écrire

(>3) p «j,(p=)=.p-'«^(pO + p-''/^,-.,(p^).

Pour former P"' (7*, que je prendrai pour a en revenant aux nota-

tions du n" 1(>, on pourra alors opérer connue au même 11° 16 'ydans le

cas s« = i) avec les modifications suivantes :

Désignons par x', y, z des éléments de la forme p''H, H étant dans

Joiirn. (le Molli. {(>' série), lonii- V. — Kasc. I, 1909. '^
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C(s ) (tous les a'iil, ont cflte forme), et convenons d'appeler encore lier-

milienne une forme

c = 1ikCikZiZk {i, k= I, . . ., a)

telle que c^=c, c'est-à-dire telle que r^,, = ''m, les c^ ayant la forme x :

les Cu ont la forme plus particulière r + x [car, si C n'a pas le module 2,

on a

C,,= C,-,:= -(,C,Y-t- C,,).

et, si C a le module 2,

c,,= h-^(sCi, H- .îc„

)

I
.

Une telle forme se réduit, par une substitution des j, à coefficients

dans C(*) jointe à la substitution conjuguée des :;,, à la forme

(p ^- p)lé'lZiZi. En effet, si les f„ ne sont pas tous nuls, on peut suppo-

ser c,, ^ o; si tous sont nuls, on peut, par une addition de colonnes à

multiplicateur dans C(.s) suivie d'une addition symétrique de lignes à

multiplicateur conjugué, rendre c,,:^o. Par de nouvelles additions

de lignes et de colonnes de même sorte on annulera C|,etc,, pour

/> I [cela conduit, pour chaque multiplicateur X, à une équation de la

forme X(./' -h x) = J',
dont la solution A estiien dans C(.v)J. On opé-

rera de même sui- la matrice des c^ où /, k — >,..., n. Etc.

Ici

/"'-'A|"' (i^s — .t)

est hermi tienne et se ramène à

(p ^p)l1x{yi,.

Les a^'^i
I

ont la forme particulière x — ./•, et

Par des additions de transversales de multiplicateur 7. [X étant dans

C(s)j accompagnées chacune de l'addition conjuguée par rapport à C,

s, *, on peut annuler d'abord les al^^^_, situés hors de la transversale, puis

les a^' également situés hors de la transversale : si /« = 2 ix — i , on est
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conduit à des équations de la forme (X — X)y =^ x — x avec y «= v

(vérifiée par A =y-'^x) et (X -+- a) y = ; avecjK ~ yel :• = z ( vérifiée

par X = ^ si C n'a pas le module 2 el par X = ^ si C a le module 2
j;

si m = 21JL, on aura des équations de la forme (X + X)y = .x — r

avec^ = —y (vérifiée par X = j ' j-) et (X — X)y — z avec/ = — v

et :: = :; [vérifiée par X = ^^ si C n'a pas le module 2 et par X = ^
si C a le module 2). Les résultats sont les mêmes qu'au u" IG, en

donnant à e un sens convcnal)le.

Supposons maintenant A + 2 non raric et h — 2 carré. Alors

^^— — I et (10) s'écrit

(i4) p-'aj;(p^)=-p-'<(p',)-p-'<(oO.

En reprenant toujours p 'a' pour a avec les mêmes notations,

les a'^i gardent la même forme; i'" K\'" est hei'mitienne et se ramène

à la même forme que tout à l'heure; les a{lf,^^ ont la forme jt+ x-,

eta{{, = (— i)"'«|',„. Les mêmes opérations peuvent encore s'effectuer

et conduisent au même résultat.

Soit // = V = I et /— f = s±\.
Il n"v a plus alors de condition de réalité, et l'on rentre dans le cas

du n° lô, sauf que le nombre des types de \\"' dépend de €.

2 1 . Supposons maintenant que £ résulte de radjonclion à un champ C

des racines u, o d'une équation u- — L'u -f- r, = o irréductible dans C,

et ajoutons Vhypothèse a = a, a étant la conjuguée de a relative-

ment à C, 0, V [on peut omettre l'hypothèse a = - a qui se ramène à

l'hypothèse a^^a en posant « = (u — i»)«'J.

Convenons encore de traiter les .r, et les )',-, dans les changements de

variables, comme des variables conjuguées. On ne peut plus alors sup-

poser qu'un même changement de variables permet de canoniser à la

fois a et [î, car, un changement de variables qui canonise a n'ayant

pas, en général, ses coefficients dans £, on ne peut piuliT du change-

ment conjugué. Supposons donc

p = y., j,{s)=j,ys),
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el posuiis

(si donc 'jii=f,^ s,^ — Si^). La relation ^f{.s)= <^t(s), qui montre ici

que (V= '7') donne, en changeant « en *' et en passant aux conju-

guées,
é'-/ (') = ?/(*)•

On a donc à la fois

t-i'fi— *'/(> '/p-

La condition a = a donne alors, en observant que .1:'^.^. ne lîgurc que

dans Oi,

d'où

ce qui délerminc a^ par ai, si l' ^ /.

Supposons donc l'= l=i, cl d'abord f ^ /. Homarquons d'abord

que F := fjf' n'es/ rédurtilde dans C que si f ^=f (lout facteur de F

irréductible dans C devant être égal à /" ou à /'). Donc ici, en posant

s ->r s =^ /y, b sera racine d'une équation de degré v à coefticicnls dans C
irréductible dans £. De plus s-\- .9 ' = b, qui définit s relalivemenl à

C(i) = C, ne sera pas résoluble dans C, sans quoi* serait racine d'une

équation de degré v à coefficients dans C. Mais 5 + *""' = b, qui a une

seule racine commune avec y= o, est résoluble dans C'(u) := C'(a).

Donc 'j est hoj-s de (7 (on voit que, si C est fini, ce cas ne peut se

présenter que pour ^ impair), s est conjuguée de s relativement à C,

u, u, et de même «),(* ) Test de a]^(s). Donc la matrice de «', expri-

mée par les variables z\, .... zl, u\. . . . , u^ sera liernùlienne relati-

s'enienl à C, 'j, u.

Soient maintenant l'= l =:^ 1 etf —/ avec v = 2v' [si G est fini, ce

cas ne peut se présenter, car C(s) contiendrait alors C(u), puisque

V = 2v', et s vérifierait une équation de degré v' à coefficients dans C(u)

contre riiypothèse].

<j ne peut être dans C(s'), cnv C.(.s) serait imprimitif (E.. W), el



SUR LES FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES. r^-j

f(s) serait par suite réductible dans C('j). Soit toujours »

s + s-'= b

l'équation irréductible dans C(/y) = C que vérifie ^ (si S n'a pas le

module 2, on peut supposer C = o; alors — •/] est non carré dans C,

sans quoi u serait dans C(*), et Ir — 4 de même, s -+- « ' = h étant ir-

réductible dans C; si £ a le module 2 on peut supposer y] = [ (cf. E.,

;52, ;{:}). Soit

une fonction rationnelle do v, .y telle que

'jj, zz^ (0, Wj^ (U = IJ)('-', s) = WjC'J, i),

'jJ3:= (.)(-J. S) = 0):,(-J, .V), W-, = 'i)(-J, «) z= '>li(v, s)

soient distincts. On aura

C'C^,*) = C'(w,)

(E., M). D'ailleurs l'équation irréductible dans C que vérifie w est

de degré \, sans quoi elle serait de degré 1 [C(oj) contient s qui est

de degré 2 relativement à G'
I

et, .y étant alors primitif dans C'(co)

{E., 48), u serait dans C(*V
Les quatre conjuguées d'une fonction

sont évidemment

o(u,*) = <l)Lo.(-o,.v)]

<l>('j), )
=: 3(-j, s) — 9,,

<b{',u) — o(u,*)=r -f;(u,5)r= 92,

. «I>(0)3) = 9(^,5) = 03(-J,5) = 93,

<|)(W4) = 9(u, s) = 9;(-j, i) r= 94.

Si donc ^('j, .vj =<I>(aj) est une fonction symétiique de w,('j, s) et

de t02( ij, s) = w, ' -j, .s), on a

]mi particulier, la fonction

H ( (,) ) ^ '•) + 'j)
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est racine dune équation de degré i 2 dans C, et de même ('(w);=ojci).

Comme d'ailleurs to n'est pas dans C'(«/, r) (tout élément de ce champ,

étant une fonction symétrique de co, w, annule un polynôme du second

degré irréductible dans C) et vérifie

'j)- ^ U(,t -)- l r:^ O,

il faut que 1/ ou i- soit de degré 2 (cf. E., 47). Si donc U est un

élément de degré 2 de C'(h, c) = C'(U), a]j(s) et «},(*) = «'/(*) sont

conjugués et a' est herinitiennc relativement à C'(L!), co, co.

On peut toujours prendre pour (o une fonction linéaire de u, s

{E., 47). Mais il est plus simple ici de prendre co = 'js, car Tégalilé

de deux des quatre valeurs

JS. VA- — ( r — -j) (1?' — .v), jsz=-j(t — \). js = (Z — j)s

constituerait une relation bilinéaire entre u et s, et serait dans C(*).

On peut prendre U = m, et l'on a

M- 4- 6 Ç « -f- Ç- + rj ( /y- — 4 ) = Oj 'j>' — « f.) + Tj := o.

On remarquera que toute substitution des z^ à coefficients dans

C'(-j,s) = C {',>).

accompagnée des substitutions conjuguées par rapport à s seul (c'est-

à-dire en laissant u invariable et en remplaçant seulement s par les ra-

cines de f) opérées sur les z'/", équivaut à une substitution des x*^ a

Coefficients dans ('C-*)' dont on obtient la conjuguée relativement à C,

'j, u en remplaçant simplement 'j par 'j ( on le voit de suite en substi-

tuant une indéterminée à u ).

Si / = /'= V = I et /=/', il n'y a plus de condition de réalité.

Pour la construction effective de a\ + «j^, si /^ > i , ou de o' , si h = i,

les mêmes remarques générales sont à faire qu'au n° 19. Après avoir

déterminé la forme réduite de AI'," (en prenant a\ -f- oj^ ou a' pour a et

en revenant aux notations du n" 14) dans C(.ç), C'('j) ou CYL ) selon

les cas, on opérera comme an n° 14.
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22. Supposons inaintcliant que a=^0La au lieu de a^^a^ les autres

fiypothèsf's reslant les mêmes qu'au numéro prérèdenl . Posons

y,= jCi, Yn. — ^,k\ ", = =/ = ^kSiyi,^,

el convenons que -'^_|, désignera o ou z'f__^ selon que z'^ est ou n'est pas

la première variable d'une suite. Alors

et l'identification des coefficients de x-'j^x'-,^. dans a et aa donne

aj^,,^„ désignant, comme au n" 20, o ou a'^'^+i selon que u'.^ = :f^ est ou

n'est pas la dernière variable d'une suite, d'où

(l5) '^'y.C-Vp) --«/p|'-''7'(,-«/p*-î-«'v,,.+ i)(-«/p)|.

Si /' ^ l, cela détermine encore a^ par ai.

Soit /'=/ = !, et d'abord f =^ /".

D'après le n° 21, u. est hors de C(A) = C; C'('j) = C'(.s), et s-' ~. 's

est conjuguée de s relativement à C, u, 'j.

.Si h -'r 1 est carré ou si h -{- i et h — j. sont non carrés, on peut

regarder p"' = p comme conjuguée de p relativement à C', u, u, et (^i '))

s'écrit

('«) P"•"j^(p') = r'<(p^>^-p^'«.(y..XpO•

Pour former p"* a'
,
que je prendrai pour a avec les notations

du n" 16, on peut opérer comme au même n° 16 (dans le cas ss = i)

avec les modifications suivantes. Désignons par x, y, z des éléments de

la forme p~'i, ^ étant dans C'(s) (les a'// sont tous de cette forme), et

étendons, comme au n° 20, la définition d'une forme hermitienne (C

étant seulement remplacé par C).

/"'-'a;'/' (i— s—'s)

est encore hermitienne et se réduit à
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Les a{'^,^ ont la forme particulière .r — r, et

En opérant comme au n" 20 (C étant toujours remplacé par ('.'). ou

arrive encore aux résultats du n" 1(>, en donnant à e un sens conve-

nable.

Si II + 1 est non caifé et b — i carre., pp = — i , (i 5) s'écrit

(17) p-'«j,(p=) =-p"'4(p'^- ?'«'/(?')•

et l'on opérera comme après ( i4)-

Soit 1=1=1 et f =f avec v'= 2V (ce cas ne se présente pas si C

est fini). Pour que p soit dans C'(«) il ta»t el suffit, on l'a vu, que

h -{- ^ ou b — 2 soit carré. Donc, pour qu'il soit dans C'(u, s) hors

de C(s) il faut que b -h 2 et b — -2 soient non carrés. Cherchons les

conditions suffisantes. Soit

p = Po+ pr-'

(p,.= p'. -+ pj.s, p) et p"- étant dans C et p, ^ o). On aura

&-=.s- = P5 — pîr, -(- -JpilÇpi-l- apo). donc Çp, -f- -.'.po^ o.

Si donc C a le module 2, on arrive à une impossibilité, puisque alors

C^i^o. Supposons que C n'ait pas le module 2. On aura, en posant

i /] = S (non carré),

Po= - ^. -^ = Op? = 0| P? - P? -t- ^P'i (^'P". + ^-P. )]'

donc

p'i=6p', (0—±:i), p,= p',(i-+-e.v), op\-(b+26) = i.

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que p soit dans

C'(u, s) hors de C'{s) est que U b -+- 2) ou o{b — 2) soit carré,

C n'ayant pas le module 2.

Si
'

00\- (l> -h 9.0) — l,
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C n'ayant pas le module 2, on a .

p=-p', (i + 9.v)^'j- -^), pp=-Ô.

Supposons que b + 1 et b — 1 soient non carrés {donc (1 n'a pas

le module 2) et que ^(b + 2.) et S(6 — 2) soient également non

carrés. Alors p n'est pas dans C'( u, «), et Ton peut convenir que la

conjuguée pde p est la racine carrée de s qui est égale à p~'.

Pour préciser, on peut d'ailleurs observer que p et p := p"' sont les

racines de
p»

—

.(^p-^-lT=o (<p'^ /> -(- 2),

et que m( = us + us) n'est pas dans C'(<p) = C', . Si en effet une ra-

cine r d'une équation ç- ^ cv — d, irréductible dans C, est dans C,

,

c'est-à-dire si cp est de la forme ç/o+ op,r (ç^o et cp, étant dans (T

et cp, ^ o), l'équation o- = b -\- -i donne

— ^?o '{c^'—[^d) = b^1,

et cela est impossible dans les trois cas v = s, r ^ u, r = u [si c = w,

C- — /ic?^ S(è^— 4)]. Partons alors de C',(?<) = C" [je supposerai

toujours que co = u* et que j/ = w + w = o.v -h (/' — s)('C — u)J comme

au numéro précédent de C, et, en faisant jouer à p, eu les rôles respec-

tifs de s, o, adjoignons w'= pw. On remarquera d'abord que w' n'est

pas dans C"(p), car si u.ç était de la forme a)o + a),p, co„ et w, étant

dans C", p serait dans C'('j, s) contre l'hypothèse. Les quatre valeurs

6j', =; pti), (si'^ =:z rjr,l ^= ( Cp — p ) ( " — ''> )i

fi)!, = pti) := ( 9 — P ) f^
1

fO j
=: pfiJ = p ( '/ — W

)

sont distinctes, puisque w est hors de C"(p) ; donc

C"(o>') = C"(p,r„),

et l'équation irréductible dans C" que vérifie cd' est de degré \, sans

quoi elle serait de degré 2 [C"(W) contient p] et, p étant alors pri-

mitif dans C"(W), co serait dans C"(p)- En posant alors

«'=: pw -+- pw,

Journ. de Math, (fi- série), lonie V. — Hase. I, 1909. "
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on aura

(/'*-+- Cp »m'+ </- + Y)( Cp- — 4) ^^ O, w'^— II' M + n ^ O.

Relativement à C"(u'), la conjuguée d'une fonction rationnelle

$(p, Cl)) à coefficients dans C"{u') est $( p, to) : si par exemple $(p, w)

est une fonction rationnelle ^(p, ^) à coefficients dans C',

Si do/tc /> -h 1 est carré (ce qui a toujours lieu si C a le module 2)

ou si o(b — 2) es/ carre, ou si h + y, b - 2, ù(l> -h 2), o( ft— 2)soiif

non carrés, on a

PP = i,

(i5) s'écrit sous la forme (16), et Ton peut opérer comme tout à l'heure

après l'équation (16) [C'(5) étant remplacé par < /('j, s)].

Si b -{- 1 et o(b — 2) sont non carrés (alors C n'a pas le module 2),

et si 8{b -h 2) ou o(b — 2) est carré, on a

pp = -i,

(1 .")) s'écrit sous la forme (1 7), et l'on peut opérer comme tout à l'heure

après l'équation (17) [(]'(^) étant toujours remplacé par C'(u, s)\.

Si /'--/ = V = I etf= / =^ s ± i , \[ n'y a plus de condition de réa-

lité, et, après avoir déterminé les formes réduites de A]"' (en prenant a'

pour a et les notations du n" 16) dans 3, on opérera comme
au n" l(i.

2,". Supposo/is que Z soit le champ des nombres réels et que a— a.

Alors V est < 2.

Soit d'abord ///> 1 et v ^= \ . s est réel :^ ± i, et 3(s)= 2. a, -f-a^

est symétrique réelle. Prenons-la sous la forme réduite obtenue au

n** 14- pour 5- ^it 1, et opérons la substitution qui consiste à prendre,

dans A^''--', le coefficient àexi''\k = 1, ..., /«o,) pour j'i;,'^_j^,( donc,

dans A-''-'"', celui àa yi'~' pour x',^,'^_4_^,) (c/. 17 ). La matrice

o A^'-'

A^'.-'-' o
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sera alors réduite à sa transversale principale, et, en observant que xy
se transforme par la substitution

{jc, y; .r -f-.v, a: — y)

en x- — y-, on voit que sa caractéristique [en l'assimilant à une

forme quadratique (
'

)J
est /«o,.

Soit /i>i, v = 2. s est imaginaire et |.s|>i (sans quoi h serait

égal à i). z{s) est le champ des nombres réels et complexes.

est hermitienne dans les variables

et sa caractéristique (calculée au n" lo pour ss ^ \) est doublée lors-

qu'on passe aux variables réelles.

Soit /i = V ^ I , donc * ^ dz i

.

Réduisons a^ comme au n° 14, en observant seulement que, par des

substitutions de S, on pourra ramener A|"' toujours et seulementà une

forme de même caractéristique, t',, étant une valeur positive arbitraire

et Tj l'indice d'inertie de AJ"', je supposerai a\\„ égal à e„ pour j %'r\, à

— e^ poury > yj. Sur la forme réduite ainsi obtenue opérons la substi-

tution qui consiste à prendre, dans A^^, le coefficient de xH A = i , -••,

E( — 1 pour yi,^_k+\ (donc celui de y{ pour a.-/,,^ <_^,). On voit alors

comme tout à l'heure que la caractéristique de A^^ est E ( -^ )•

Des observations précédentes il résulte immédialement que, c étant

la caractéristique de a, on a

(i8) cl-lni'+ilE(~\+lV.{-

(') Si une forme quadratique a réelle, à n variables, e-^l réduclible (pai- trans-

forma lions linéaires réelles) à la forme

M. Lœwy appelle caractéristique de a le plus petit des deux nombres //, /•— /(

(A/. A. H., \. LXXL n" 8, 1898).
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m', m", m'" parrouraiil les exposants des diviseurs élémentaires de

a— SI relatifs aux racines de module ^ i (^réelles ou non), aux
racines imaginaires de module i, aux racines ± i respectivement

.

[D'ailleurs (i8) n'est que la formule (7) appliquée à la forme liermi-

tienne de même matrice que a et à des substitutions a, ^ réelles.]

Si l'on se donne c et une substitution n-aire vérifiant (1 H) (outre

les conditions déjà rencontrées), la méthode précédente fournit di-

rectement, conjointement à la forme canonique a. de cette substi-

tution et à la substitution cori'élative j3, une forme quadratique /v-

duite a, de déterminant ^ o, réelle dans les variables données et de

caractéristique c, telle que p«a = a. On le voit comme au n" 17 (').

24. Supposons maintenant Z fini d'ordre p^ {p premier). On
peut alors se proposer de compter toutes les formes réduites de a ainsi

que toutes les formes équivalentes (par changement de variables) à

chaque forme réduite de a.

Prenons les notations du 11" 14 dont la forme a désignera la forme

a\-h- al si // > I , la forme a, si // = i, la forme nommée primitive-

ment a vérifiant a = ±:a ou a ^ a, la forme p
' a, si A = i, la forme

primitive a vérifiant a = %a ou a = rf.a (en supposant, ce qui est per-

mis, que les cj, z''^, «j, m*' si A>i, et les variables :j, ..., z'^,

Uj, . . ., u'j si // = I , soient les variables Xp y''j de la forme réduite). Il

s'agira d'abord de déterminer dans chaque cas les types réduits distincts

de A
I

'" (en partant de chacun d'eux on obtient un seul type réduit de a),

puis le nombre M,„, des formes équivalentes à chacun de ces types ré-

duits de A["' : le nombre x(Q,, m^-, Q,, /?Iq , . . .) des formes équiva-

lentes à chaque type réduit de a est donné par la formule

(19) =)Ï,(Q„ wy,; g,, «iy,; ...)=- M,,,,;:''' iZ,(0,. m^.; . . .).

où N, est donné par (.5) si /i ^ 1, et par (6) si // = i.

Soit d'abord /? > i. A|"' peut toujours se réduire à la forme

(') Cf. L(ii;WY, toc. cil.
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c étant égal à (
— i)'" ' si a — a ot si a = rt, à (— i)'" si a = — a,

à (— i)'" '.s~' si a = art, à (— i)"''''.v~' si a^^ %a. Les x]-'"^ sont ici

cogrédients aux y;,/"' et lesxj^aux j'^,/. Donc la transformée de A'/" par

une substitution linéaire est entièrement déterminée par celle de

dont toutes les transformées s'obtiennent en faisant subir aux xj' ' seuls

toutes les substitutions possibles, [)uisque les substitutions que subissent

les A-J^
' et les y^,/ sont indépendantes. En désig;nant par L(n, p^) le

groupe des substitutions /j^aires à coefficients dans le champ d'ordre p^,

on voit que M„^ est ici l'ordre de L(7, ~^)-

Soit A ^ I, V = 2v'. A|'" se réduit alors, à un facteur près, à S'^x^jk/,,,

y^„ étant cogrédientà x{ : le sens du symbole x- relativement à r variant

ici suivant les cas, d'après ce qui a été dit précédemment. En appe-

lant r le champ des quantités de la forme x -+- x, il est clair que M,,,^ est

l'indice dans h(q, ti"') du groupe des substitutions à coefficients dans F

qui laissent Ij'x-^x'^ inaltérée, ou, plus brièvement, du groupe de cette

forme dans F. L'ordre de ce groupe est

TT
' nUTT'- (-1)'] C).

Dans tous les cas suivants, M,„^ étant de même l'indice dans i^{f/, -'')

du groupe de chaque forme réduite de A,"" (dans un champ analogue

à F), je me bornerai à indiquer ces formes réduites dont les groupes

sont connus.

Soil // = V ^ I et d'abord a = ± a avec p^ i. Si m est pair- a\ec

a^ a, ou impair avec a=— a, AJ"' se ramème à la forme

Si m est impair avec a = a, ou pair avec a ^ — a., X\'" se ramène à

Fr= -S'f- ' x{ >'{, -h C x\ y'l„

(c = I ou N, N étant un non-carré quelconque).

(') Voir Dickson, M. A., t. LU, p. 56i-58i (1899); Linear Groups. \>. i3't

(1901); Jordan', J. M., 1905. p. .>47-
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Toute substitution permutable à a étant le produit Hy d'une substi-

tution c du groupe des sous-séries par une substitution y du groupe
des additions, et les substitutions ^ fournissant évidemment à elles seules

les mêmes transformées de AJf que les substitutions ?y, aucun cban-

gement de variables laissant a inaltérée (a étant donnée, on ne peut en

employer d'autres) ne peut transformer l'un dans l'autre les types ré-

duits obtenus pour a. Donc, si hv'^i, il y a pour a un seul type ré-

duit; SI h ^^ y = 1 ily en a 2' distincts, t étant le nombre des nij im-
pairs.

Lorsque a^ a avec/j > 2 et Av >i, on peut assimilera à une forme

quadratique et chercher quelle est sa classe. Cela re>'ient au calcul du

déterminant de a relativement à a;'^, jk'a (aux facteurs carrés près) : ce

calcul sera fait au numéro suivant.

Soient toujours A = v = i et a = àz a, mais avec p = 1. A]'" se

ramène (
'

), si y = 2^' -1- i , au type

«P, = a.\ y]„ -(- I'((jc\'yl^' + œ]'^' yH),

et, si çf = 2 y', à l'un des deux types distincts

4>o= i'((.r,?
'-

'

yll -t- œ\ 'j;„" '
) , <^^.= ^r\ y]„ + .v-]yl, + 1i(x\'-

> yj,; + x; 'y
f„'-

'
)

.

Si m est impair = 2a — i et > i, aji^^est nul, d'après (r) et (2), en

sorte que q = ^q' (| A|'" |
est :^ o) et que A,"" se ramène à $„. Si m = i

ou si m est pair, A\"' se ramène à $, pour ^ = 2^' -1- i , à $, ou à «P,

pour y = 2^'.

Le nombre des types réduits auxquels on peut ramener a {par
des substitutions permutables à a) est donc i si /iv>>i, et. si

/i = V ^ 1 ,
2', i étant le nombre des sous-séries contenant un nombre

pair de suites formées elles-mêmes d'un nombre de variables pair

ou égal à I .

En revenant aux variables x'^, y'.,,, on voit directement, d'après (8)
et

( 9), que la diagonale de a, est toujours nulle sauf si // = v = m = 1
;

c'est donc seulement alors que, pour ç' = 2.q',a, peut être de la seconde

classe (c'est-à-dire du type analogue à $2)-

(') Fo/V- .loRDAN, ,/. M., igoâ, p. 268-269.
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Soit ^ =r V ^ I avec a^ xa et d'abord p'^i. Si s = l = \ avec m
pair, ou si s ^ t^ ~ i aire m impair, A]"' se ramène à #. Si .s = / = i

avec m impair, ou -si .y = / = — i avec m pair, AJ"' se ramène à F^..

Soif p = 1. Si s = / = i(= it i) avec m pair, A["' se ramène à .i.

Si .y = / = I avec m impair, A\'" se ramène à O, pour y ^ 25'' + i

,

à <ï>„ ou à $0 pour g = -iq'

.

Donc, si liv^\, il Y a, pour p^i^ un seul type réduit. Si h = v = i

et p'^ 1, il y en a -r, <. étant le nombre des nij impairs pour .y = / = i

,

le nombre des ni/ pairs pour .s- = / = — i . Si A = v = i et p ^ -i, il

y en a 2', i étant le nombre des sous-séries contenant un nombre

pair de suites formées elles-mêmes d'un nombre impair de va-

riables.

Soif A = V := I avec a ^ a ou a

A''" se ramène alors à

(i = v-i>),

les y^,, étant cogrédients aux .r[ {x désignant la conjuguée de x relati-

vement à C, y, u).

'2ô (' ). Pour déterminer la classe de a lorsque a = a et /> > 2, il

reste à calculer, aux facteurs carrés près, le déterminant D (relative-

ment aux x'ji^, y'j/^) de «, + a,/,, si // > i , ou de a, , si /t = i

.

Si /i >• I , le déterminant de

''A" Â>= .

A'" \-\)

(avec les notations du numéro précédent) est (— iV", comme on le voit

de suite en échangeant les lignes équidistantes des extrêmes. On a donc,

relativement aux variables ;j, w/".

Lorsqu'on prend les variables x'j/,, y'^, ce déterminant est multiplié

(') 6]/". JoRDA.N, ,/. .)/.. igoâ.
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par AA ". A étant le déterminant d'ordre v dont la p"""' li^ne est i . Sç,,

s'L ..., s'r', et À étant formé avec les Sfyr,= s^' comme A avec les Sp.

A% produit des (s^ — s^y, est dans £ et est non carré (sa racine A, fonc-

tion non symétrique des s'^\ est hors de s) ; de même A^, Donc (AÂ)'

est carré, et D = (— i)'^ à un facteur carré près.

Si h = I avecv = iV,
|
A" (avec les notations du numéro précé-

dent) est éffal à

(—1) - {'«"-""=(— <2) - (i — s— s-^).

On a donc, relativement aux :', u'j"

,

n;|«p| = n;<p' i.^— sp—sp^, U — i

ou

Donc
nv

I
«p

I

=

.

à un facteur carré près. On voit d'ailleurs, en rangeant les ; dans

l'ordre z\, . . ., z',, z]. . . ., :-l, ..., z], . .., zl et en faisant passer les tv'

dernières colonnes de «7, avant les tv' premières (a? contient, avec jf'

cÇ, les variables M';^^ ..., u'-^'' et non les variables correspondantes

wf, . . ., w^), que

|«,l = (-.rn-;|«p|.

En passant aux x'^^, y'j^, A ayant le mémo sens que tout à l'Iieuie, on a

donc, à un facteur carré près,

D =A"(- I)"',

A" étant non carré.

Soit // =^ V ^ I .

On voit d'abord, avec les notations du numéro précédent, que, si m est

pair, le déterminant de

VA-' A"

y

est égal à i, et que, si m est impair.

|AvV|z=(_,) ' (./<7), lA^vi^c'"!-")
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Donc, en désignant par d,. l'unité si /«g est pair, et la quantité analo'gue

"'"":ilW

à (— i) ' 6-'", relative à rly,., si ///^^ est impair, il est clair que

D=rnrf,..

26. Quand £ a le module 2, on peut se poser un problème voisin du

précédent, celui de trouver toutes les formes quadratiques a =^'Lai^XiX^

telles que la substitution a conserve a. On ne peut plus ici assimilera à

une matrice ('). Mais on peut opérer comme au n" 19 jusqu'à la déter-

mination de a' exclusivement, sauf que u'^ doit être remplacé uar ;'?*, et

que, pour h^ i, a^se confond par définition avec af, et, pour // = i,

V = ov', a"|'"^P avec af

.

Si h est ^ I ou si A =: i avec v ^ i , il est clair que a'
,
qui est encore

bilinéaire, se détermine comme au n" 19.

Soit donc /i = V = I .

Désignons ici par a, en revenant aux notations du n" 3, la forme

hermitienne relativement à £ et aux racines u, o d'une équation

j*= Çj -H I

irréductible dans S (") (donc u ^ o), dont on déduit a' en remplaçant

(') Cf.. pour ce qui suit, Jordan, J. M., igoS; Dickson, Transactions of the

Ani. Math. Soc, 1906, p. 285-292.

(^) Si S est fini, on peul prendre Ç dans S (E., 33). Si S est infini il suffit

de faire jouer le rôle de £ au champ 3(Ç), Ç étant une indélerininée. En

effet, si

X- -h Ç J-' -I- 1 = o

avait une racine de la forme — où

U^iw,?', l'^il',^' (j=:0, I, ...),

les M,, Vi étant dans S (cf. £"., 4-6) el «o, (3,, n'étant pas tous deuv nuls, l'annu-

lation des coefficients de Ç" et de Ç' dans «'-t-Ç«i' -H r- domieiait

"o + ''o^^ (ou «3=: cj, d'où (/„= ('„) et //;; = o.

On remarquera que, si Z- est fini d'ordre 2, iT est égal à 1 el qu'alors les deux

Journ. de.Matli. (I> série), tome V. — l'"asc. 1. i9()i.). 7
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x'i par x\. Je poserai

si a^^'est au-dessus de la diagonale de a ou sur cette diagonale, et

s'il est au-dessous, les c et les d étant dans G (j'appellerai désormais

les éléments de 2 réels). Il est clair que, si l'on ne considère comme
ici que a\ c^-'^peut être négligé sauf si ?'= /'avec/i = /, etquel'écliange

de u, u revient à augmenter c^j de d'^'i'Ç. Je poserai encore

a' =: 6 ^ i b'iii œ'f. x',

W= «« + «M sauf si / := y avec k = /; b'^,= a'^,);

B'J^luO^rri^i (/^- = ', •••,'",; / = ! '»,);

i parcourant les nombres

Qp-i+ , Qp.
et J les nombres

ill.p,= i/. / B^^ (/. = !,..., wy^ ; / = , /«yj.

J'entendrai enfin pur discrinu riant d'une forme hermitiennr

i' — lK'i^XiXl,

le déterminant
|
p |' qui se déduit de

|
p

|

=
|
c,*

]
en y remplaçant p,, par o

et p,;;. par P,-^ -I- P;^,-; si w = 'Lwn.XiX^ est une forme quadratique à coeffi-

cients dans 2, |a| désignera son discriminant, c'est-à-dire le détermi-

nant de ses dérivées secondes : ainsi

|/;| = |a|'.

types canoniques d'une forme quadratique b= 1b,/,x,x;, {E., 45) se distinguent,

lorsqu'on l'assiiniie à la forme herniitienne

a ^= ^a//,.XiX/^\a,iZ^ h,-,; «/<= c,/,. -i- /*,/, u, a/^/^^ai/,., les c,/, restant indéterminés)

par ce fait que
|
a

|
est nul pour l'un et non pour l'autre.
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Il est clair que, si v est dans £ et si o = (a.,^) est une substitution [•('tlle

des Xi, ovo = ot'p donne, en y remplaçant x-, par ./•„ le même résultat

que la substitution ç dans 'Lvi^.ViX^.

Formons la condition pour que raccroisseinent de />, quand on opère

sur les a?, la substitution a, soit nul. En général, le terme en a^J;.^,-*-/ , de

cet accroissement figurera dans les seuls accroissements de b'^^x'^x'i de

(20) b',l,_,-\- b^L^ , -h />'//,:= O (A=i2, m,-hi; 1 = 1, ..., nij-hi),

d'où

(21) d'i^,/-,-i-(iitt,i-hd'^i=o (A = 2, . . ., w,-t- I ; / = 2, . . ., «iyH- i),

en regardant h'/^ et d'/g comme nuls pour /f > /n, ou /> nij. Mais il y
a trois exceptions exactement : poury' = i, l = k, les deux termes

b'i^,i^,x'^xj_^, ^Â-i./^Â-c^l "^ ^onl- P^s distincts; pour / ^ i, /= A- -i- i,

l'accroissement du premier n'a pas de terme en x'^_^x'^; pour y = «,

/ = A" — I, l'accroissement du second n'a pas de terme en a;J_, x'/t^-i. Ces

trois cas exceptionnels donnent respectivement

bkk=b'lk-l (^=2)> èi;;A+l = *lf-l,*+l (^=2). *l',A-l = /'*,A-2 (^ = ï),

équations qui se réduisent à

(22) ***=*A^A-, (-^ = 2), f'',U-i = ''ïk-i (A- = 3),

d'où

(23)
a'kk = «ï-2, *+ «*, *-2= «'t-S.-i-Ç (^' =2)-

Ainsi (20) e/ (21) suh.sislciU tant qu'un des /rois termes des pre-

miers membres /t'est pas dé la forme b'^^ ou d['^. Donc, poury':^/,

(21) donne les mêmes conséquences que précédemment. Pour y = i,

elle montre de même, jointe à d'I/^ = o, que les d'^/ situés au-dessous de

la transversale principale de A" sont nuls. (aS) montre ensuite que

les a^'^. situés au-dessous de la transversale principale sont tous nuls si

m^ est impair, tous nuls sauf le plus voisin de cette transversale si /«, est

pair.

27. Soit nii impair = 2u.,— i. D'après la seconde équation (2J)
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OÙ l'on fait k = [/.,-i- i, '^^'^-,,^+, est nul. I^onc, craprès (21), tous les

éléments de la transversale principale, sauf a[j'^_, sont nuls. De même,

si a/4 est :^ o pour A = / et nul pour A' > /, tous les éléments situés

au-dessous de la transversale T^ passant par a^J sont nuls comme aussi

ceux de T^ autres que a',] [on peut encore supposer les éléments de T,

réels et égaux à a'// ; c'est T^ que j'appellerai ici caractéristique {cf. 5)]

.

On voit sur la figure, d'après (21) et ('-i'3), que A" est complètement

déterminée par a",, . . ., aj^'^^..

Les A''' d'une même ligne ou colonne de ri,, (considérée comme

matrice des A'-') ne sont pas toutes de rang <m, sans quoi a aurait

une ligne ou une colonne nulle, et |a l' serait nul (on peut même affir-

mer ici, pour la même raison, qu'âne des A'J où i est ^ j est de

rang m). En raisonnant alors comme au n° 4, on voit que

I
a\ =njl,pp,

que

|A,„| = |A1',"|"'-'|A^^|,

que
l«r= n|.i,pp|'

et que

|^,,|'=(|A|'i'|')"'=|B',',"|"'.

Or
I

A
I',"

l'est un déterminant gauche d'ordre */. Donc q est pair = 2.q'

.

Soit m,- pair = 2[jl,.

Si ai'^ est ^ o pour k -—
I. et nul k> /, la transversale caractéristique

(au même sens que dans le cas de m, impair) est celle passant par a'//.

Il estclairaussi que A" est complètement déterminéepar a',',, ..., a[i'^^_,^.n

(ce dernier élément peut ici être ^ o). Comme précédemment, on voit

que
|a|'^n|Xpp|'

et que

l«^n|'-|Bj;"|"'.

Les réductions ultérieures dépendent des différents types canoniques

de B]"' dans S.

28. Supposons i/ésor/nais Z d'ordre 2"".

Soit d'abord m, = 2[ji.,— i ((Ji., = p.), donc q = 'iq' (27 j.



SUR LES FORMES RIHNÉAIRES ET QUADRATIQUES. 53

Par une substitution réclU; du groupe des sous-séries, on peut rédu'ire

B^" à l'un des deux types canoniques contenus dans la forme

ô étant égal à o ou à un élément définissant {E., 27) arbitraire A de s,

tel que

soit irréductible dans £ (E., 45; j'appellerai premier type celui où

6 = 0, second type celui où G = X, et je dirai qu'une forme quadratique

est de la première ou de- la seconde classe suivant qu'elle est réduc-

tible au premier ou au second type). A'- et A^', A'' et A", ..., A»"'»

et A'-'~' étant donc seules de rang m parmi les A'^ où i et/ sont diffé-

rents etSq, on pourra, par des additions de transversales à multiplica-

teurs réels jointes à des additions symétriques par rapport à la diago-

nale principale, annuler tous les autres A'-' des ci,, et des 4,,, sauf,

si G = X, A" et A" (en observant qu'on peut supposer la transversale

caractéristique de chaque A" formée d'éléments réels et égaux). Par

des additions de même espèce, on réduira ensuite A-'~''^'{i'Sq') a la

forme bilinéaire type (6) multipliée par uZ,'' = s-

Si G = o, la réduction est achevée. Si G = X, par des additions ana-

logues de la transversale principale de A'- aux transversales de A" (la

transversale de A"- qui s'ajoutera en même temps aux transversales de

A-' et de A'- pourra être négligée, puisqu'elle n'introduit que les élé-

ments réels), on annulera alj. pt)ur k -< jx. Alors tous les d^ , où k et l

sont < a, sont nuls, et, d'après (21) et (23), la matrice des aH où

k = I, . .
. , p. et /= ix, . .

.
, m est, à l'exception de a^^^,_= i , le produit

par ^ d'une matrice du second type (6) (en négligeant toujours les

parties réelles des éléments non diagonaux). A"- se ramène à la même

forme que A".
Soit

a'T = iA'^ ( /, ./ = 1 , 2 ),
/>'• = 2B'> ( i, ./ = > , 2).

Prenons dans hZ' le coefficient de x\ pour j,7„, puis celui de x', pour x"',

et appliquons la même substitution à a™- Soient IÇ " ela'."- les formes

qui se déduisent alors de h'.", a"' quand ou annule x\, .v',, x-^,, x'i^ : la

matrice a'!^'"' se déduit de a" en supprimant la première ligne et la
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première colonne de chaque A'-' où /, y = i , 2, et

h'" = .r} x^„ -+- œ] .1-,',, + h'^'-

(a'"'' et //," " n'ont plus les formes réduites analogues à celles de a"',

b"^)- En répétant l'opération, on ramène //" à la forme

R + .4^J-4-e[(.r'r+(.r^)'],

R étant une somme de rectangles où chaque variable autre que x^^ ou

x^ figure une fois et une seule. Cette transformation se faisant quel que

soit ô et pouvant par suite se faire sur

on voit que ii!.,, est de la même classe que Fj (avec mq variables).

Remarque. — En écrivant x^^_^, x^j,, y'«k-\i y2k respectivement

pour
X^-k, -V^-l., -ï-lll+A, ^^+k (/.= !,..., fi— l),

Xa pour .^1^, y„ pour .r,^, l'action du changement de variables elTectué

sur les xl, x^ est de la forme

(24) Xi=Xi, Y,-= r,-i- cp/(.ro. . . ., .r,-_,, J^o, • • -, •î'2iJ.-2),

le changement inverse ayant la même forme. L'action de a sur ces va-

riables a la forme

(25;

X,- X,+ X,+2 (j = o, ...,2|U— 4)

Y„ V„-(-X,

Y,- Y, + <1»,(Y„, . .,Y,_,,Xo, ...,X.„_2) (i=t 2p.

X^n-s 6t Xo^-o étant conservés.

En écrivant de même X/^ pour xl'*' (/ = i) et y^_^, pour x'^'^'^, Taction

du changement de variables effectué sur les xl'^* et les xl'*' a la forme

, a. \>^, = -^-n '^,— 7<H-cp,(j,+,, ..., J„,) (i = r, ...,/«- 2),

^-'^
\ Y„,_,=.r„,-„ Y,„^r„„

le changemeut inverse ayant la même forme. L'action de a sur ces va-
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riables a la forme

(27)

X, et Y„, étant conservés

X, X,-)-X,_, (< = 2, ..., m)

Y, Y,-)-0,(Y,v,, ...,Y„,) {,-=1,

29. Soit nii^^ 2[jL,(tx, ^ [jl), ^< d'abord q = 2g''.

On peut alors ramener B]"' à la forme $„ ou à la forme <I>o du n° 24
(où l'on remplace chaque y*, par x-^„).

S? B]"' se ramène à la-fonnc <I>„, les d"^^^ et, par suite, d'après (21)

et (23), les a[i'+i.ii+i sont tous nuls. On pourra donc opérer comme dans

le cas de ni impairpourannuler tous les A'-' autres que les A-'-'-'(i'2y')

qu'on ramènera à la forme type (6) multipliée par ^ = uu~' et pour

vérifier que B|, est, comme B['" de la première classe. La forme du

changement de variables elfectué pour canoniser k!,,, et l'action de x

sur les nouvelles variables sont données par (2(1) et (27), / pouvant ici

prendre la valeur o.

30. Si BJ
"' se ramène à la forme $2) d",,, et a[i+,,jjn., sont encore nuls

pour«;>2; mais, pour «^2, f/"^,^ = Ç et a'^+^,^^^^^l [d'après (21) et

(23)]. On pourra opérer comme précédemment pour annuler d'abord

tous les A'^ autres que A" et A-- où l'un des indices i, j est 5 2 (tv*

négligeant la partie réelle des éléments non diagonaux; ainsi la

présence de «JiVi,|m-i7^ o ^t le fait que «"/= a^^ n'altèrent pas les résul-

tats), puis tous les A'-' où / ou j est >3, sauf les A^*~''-*etles A-*'"*~' où

A = I , . . .,
^' qu'on réduira à la forme type (6).

Par une addition de la m'""'' transversale de A'-'(? = i, 2) à la

{m — i)"^"'" jointe à l'addition symétrique, on peut ramener a[,'^ à

«a!i+ t -\- t^, t étant quelconque dans 3. Si donc 5- + s + a'^'j^ est ré-

ductible dans S, on pourra ainsi annuler a[/^. Si z^ -h z -+- a'^^ est irré-

ductible, on pourra réduire a'^^ à une quelconque des 2'''' valeurs v

telles que z'^ + z -h v soit irréductible dans S (E., 40, 45). En toute

hypothèse, et sans altérer a"^, on pourra, par des additions analogues,

annuler successivement a'^'_,^_,, . . ., a\\ , et alors, d'après (2 r ) et (23),

tous les d"i, où A" et l sont <^ii. ('S[i si a'^^^ = o), seront nuls.

Si donc z^ ~h z -h- fljli^ et z^ -h z -+- a^^ sont réductibles dans S, on
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peut annuler a^l et a^jî, et la matrice des a'// où A" = i , . . ., u. + i et

/ = pu- I , . . ., m est, à l'exception de a'|^^^,_^ ^
é^al à i , le produit par l

d'une matrice du second type (6).

Si l'un des trinômes z'- + z + a',l^,,
('=i, '-i) <'*^ irréduclible

dans £, on peut toujours faire que ce soit

Si a^^ est ^ o, on peut l'annuler par une addition de la i^ni — i)'™<=

transversale de A" à la (m - 1)'™^ de A'-, puis dela(w - i)'^"" trans-

versale de A'- à la (w — i)''^""^de A" (chaque opération étant toujours

suivie de l'opération symétrique). Soit donc

A-- a la même forme que dans le cas précédent, où a^'^ et a^^ étaient

nuls. A" se détermine aisément en utilisant la remarque finale du n"^ 5.

Soit, en effet, d'une manière générale et quel que soit m,

la détermination de A" quand on fait nuls tous les a^^, sauf aH et

«i.li,ix+r On aura

Â"(i, i),„=A"(o, i)„-H^A"(i, o)„

et il est clair que A" (i, oX„ s'obtient en bordant A" (o, i),„_, (qui est

la forme réduite trouvéepour la valeur 2u. — i de w) d'une m"'™'' colonne

et d'une m'*""*^ ligne de zéros.

Dans les deux formes de a qu'on vient d'obtenir, il y a, pour chaque

i'^q, un seuiyf gf tel que A''' soit ^ o. Donnons à y cette valeur pour

chaque t = y, puis prenons, si j = t< 2,

^'i'L\b'i[x'i pour x',„,

2/="^' *î/-^"/ pour J"m-ll

l'fllb'^ijx'i pour a-|i+5,

ffi+i ou <^ "•^fi+i (d-^z\) pour x'^+i selon que a]i^,:=o ou X,

i . .. ^

v' 4- .ra+, ou d- x'^ pour .rf,, selon que afi'jj. ;^ o ou /.
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et, si / ^ /,

•S'feY' *//n ,

/•''/ pour x'„,_i, (k= o, . .

11!.,, se trouve ainsi réduit, si «|i.|l= <>, à

")•

X, à

R désignant une somme de rectangles où chacune des variables autres

que ic^, x'y^t figure dans un terme et dans un seul. Or ces deux formes

ne sont pas équivalentes {E., 45). Donc les formes correspondantes

de b ne sont a fortiori pas transformables l'une dans l'autre par des

substitutions permutables à a, lesquelles permutent exclusivement

entre elles les variables de iii,, , . Donc aucun c/tangement de variables

conservant la forme de ol ne peut transformer l'une dans l'autre

les deux formes considérées de b. On voit en même temps que iii.,,

est de la première ou de la seconde classe selon que, dans la forme
réduite, a^^ est égal à o ou à X.

Remarque. — Si a^.l^ o, le changement de variables efîectué sur

les xl est, en écrivant X/^ pour xl(k^^i, ..., a) et y^+t pour

^/H-A+i (^ = I
, • • • , p-)) de la forme

(28)
•,.») (« = ', ..., fx

— I),
--If.,

et le changement de variables inverse a la même forme. L'action de a

sur ces variables, a la forme

(39)

Sia^jJt= A, le changement de variables ellectué sur les x'f. est, en

écrivant iCy^ pour xj^(/r= i,..., [i. — \), y^^, poura;*„_yj^,(Âr = i, ..., a— i),

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1909. o

X,
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x„ pour a-,1, )\ pour .t-'j^^,, de la forme

,
1

[X,= .r,- (t = I, . . ., |x — i), X„=rf=X(,,

(3o) Y, = j, + çp, ( j,^,, ...,yp,_,,jo. •'•«) (J = r, ..., f^
— 2j,

f
-i

et le changement de variables inverses a la même force, d y étant reui-

placé par d '. L'action de a sur ces variables a la forme

X, X,

X,- X,-r-X,_, (J = 2, ..., fi-l)

(3.
X„ X„+e?^Xp,_,

Y, Y,+ 0,(Y,+,, ..., Y(,.,, Y„, Xo, Xp._,) (jr=i, ..., f^-2)

Y|,_, Y^_, + *^_,(Yo, Xo, X^,_,)

Y„ Y„4-rf-'X„

51. 5o«7 /??, = 2 UL, (ui., = a) «pec y = 2^' 4- i

.

Alors B['" se ramène à la forme $,, et l'on peut annuler tous les A'J,

sauf A" et les A-'-'-^\ A-'-^'^'(? = i, ..., 7), A" se ramenant à l'une

des deux formes précédentes et les A^'"-*-', A"""' "à la forme bilinéaire

type ((>).

Sur la distinction et la classe des formes réduites, comme sur les va-

riables à introduire pour ramener b au type normal correspondant, et

sur la forme de a avec ces nouvelles variables, il n'y a qu'à répéter ce

qui a été dit au numéro précédent.

52. LenombreN(Q,, Wç,; Q2, Wq ; ...) des éléments de a (ou de è)

qui restent arbitraires, une fois choisis les éléments de Bp""? (de ma-

nière que
I

Bp^'"f
I

soit :^ o) et les éléments «^^il^'*^'
'*' qui répondent

aux B'p"? équivalentes à des types normaux de la forme $0 et $,, est

fourni, d'après ce qui précède, par

X
( Q, , /My,

; Qj, wy, ; . . . ) = N, -h N
( Q,, m^, ; . . .),

N, = (J;((ji)+
^^^~ '^ (w — I) + q{n — qm),
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'.J;([a) étant égal à q{\j. — i) si m est impair, à q\x si m est pair et B|"'

équivalente à tl>(|, à y.a — r si //« est [)aii' et B|'" équivalente à <I>^ ou

à <!>,.

Le nombre 3î>(Q,, m^
; Q^, m^\ . . .) des formes /> est done donné

par
Jii(0,, »iy,; Q,, Wy„; . . .) = M,„,,7i:^'ro -50(00, /«y.,, . . .)>

M„,^ étant l'indice dans L(^, tt) du groupe de Fe si m est impair, du

groupe de <I>|, si m est pair et BJ"' équivalente à $„, du groupe de ^., ou

de 4», si m est pair etB]"' équivalente à $2 ou à <I>, respectivement,

enfin ci étant égal à i si m est impair, ou si m est pair etBj'" équivalent

à $,,, à - dans tous les autres cas.

De l'analyse précédente résulte, comme au n° 2 i, que le noinhie des

types réduils dislincls est i»/'!:}'''. S' claiit le nombre des sous-séries

pour lesquelles nii et q^ sont pairs, i le nontbre des autres.

35. Le problème inverse de celui considéré juscju'ici est celui qui

consiste, étant donnés la forme bilinéaire a et le champ £, à trouver

tous les couples de substitutions oc, fJ telles que

Sur ce problème, qui a donné lieu à de nombreux travaux, je me bor-

nerai à deux observations.

Supposons que, 3 étant le champ des nombres complexes ordinaires,

a soit une forme bilinéaire à variables conjuguées déjiuie, et soit ol le

groupe des a telles que aaa = a. L'ensemble \i!) ^ S[il des substitu-

tions de cl dont les coefficients sont des entiers algébriques du

champ iR.= R(^) résultant de l'adjonction au champ Kdes nombres

rationnels d'une racine ^ d'une équation du second degré à coeffi-

cients dans R et à racines imaginaires est un groupe fini ('). En

effet, le produit de deux entiers de dK. est un entier de ik: De plus,

comme
|

j3ji| = i,
]

fJ |
divise i et par suite tout entier de A. Donc les

coefficients de jï"' sont entiers et ub est un groupe {E.^ 8). D'ailleurs

(') C'est l'extension d'une observation déjà i'aite pai- M. Picard [A. M., l. I,

p. 3oo (1882 )].
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les multiplicateurs de a, ayant pour module i ( 10), sont ici des racines

algébriques de i ('). Donc aib est fini (-).

Le théorème analogue relatif au cas où a est une forme quadratique

définie, £ étant le champ des nombres réels, se démontrerait de même.

Mais il se réduit à ceci que l'ensemble des substitutions linéaires à coef-

ficients entiers (ordinaires) qui conservent la forme l"x,' est un groupe

d'ordre n !
2" formé de toutes les permutations des x,- accompagnées de

la multiplication de chacun d'eux indépendamment les uns des autres

par ± I. Or on le voit de suite directement.

54. Soit s d'ordre p^=T. (p premier), a = '| -h Il"jsvj,-, ']/ ayant,

si p > 2, l'une des formes o, ex- (c étant quelconque dans £ ), x'- — hy"^

(irréductible dans £), et, si p = 2, l'une des formes o, xy -l- h{x- -f-/-)

(irréductible dans £). Je désignerai par n le nombre des variables

de a.

Le groupe ri(«, r^) = ci de a dans £ dérive (M :

i" Des substitutions

Vi Xi

Xi k Xi

Xi Xi-ir \xi,.
I

Vk yk—'>-yi
I

= 'WA ( i, l<

= V,a {i^l<),

,v);
y, >-'y'

I

2° Des substitutions V„a, V,,,-, (j. A- = 1 . . . ., v) égales respective-

ment, si ']> = o, à 1,1;

si i|/ =: ex'-, à
\ X X -^ \xi

I

I J'a- J'k
— 2cX.r — c7v-.t'/,.

I

si '^ = x'— hy-, à

I

X x + lx/;
I I

Xi Xi— 2/tl y + /iV-yi 1

\
y/c .r*— 3).j:^— x-ja r \y y— '^-y/

\

C) loir Lœwv, N. A. H., t. LXXI, 1898, p. Sgi; Kro.necker, Cf., t. LUI,

1857, p. 178.

(-) Voir BuRNSiDE, P. L. M. S., 1' série, t. 111, igoS, p. 438.

(') Les géiiéraleurs indiqués ici ne sont pas tout à fait ceux employés par

M. Jordan et M. Dickson; mais la déraonslration du théorème sous la forme

adoptée ici se l'ait d'une manière toute semblable.



SUR LES FORMES Bir.INEAIRES ET QUADRATIQUES.

si
'I
= xy -h /i(.t'- -h y-), à

la- .r -hlx^. Il jr, x, -t- ),U' + 2 //X v
—

/''^'fi

J* >•* — ï.y — 2/iljc — /ir-.r^.l
I 7 J— ^J,

3° Des générateurs du groupeW de 'j; dans 3. Si '1 = o, je supposerai

que '•F = I. Si '|i = c.v^, W est engendré par \x, — x\ d'ordre 2. Si

'^ = x'^— /'y°, ^' dérive des substitutions de la forme

I

jc la: -h /ii^-y
I

.

I
r fj^-^ + X/

i

(T., [JL étant une solution quelconque de À- — //ui- = 1) qui forment un

groupe cyclique W d'ordre tt + i, et de

y -y<0=
Si

ih ^:: xy + h{x- -\- y-) (aiors/j = 2),

W dérive des substitutions

IX \x — [ly
I

y ixx-h{l + iJ.h-')y
I

[X, a étant une solution quelconque de

ly. + h {l- + IJL- ) = h]

qui forment un groupe cyclique W d'ordre - H- i, et de

'\ ^ y \

\ y ^
\

En posant encore ^'= i pour tl/ = o et 'j/ = ex-, on voit que W est,

pour />> 2, le diviseur de W formé de ses substitutions de détermi-

nant I.

Soit de même, pour /> > 2, 'V(n, ir) = cV le diviseur de ci formé de

ses substitutions de déterminant i . On a

dv> H^ CAS —f- iaflo
^

; étant l'une des substitutions l„ ( /„
"^

i pour ']/ = o et 'j' = ca;'),
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/, , . . ., /v On peut donc dëJtnirA,' comme le plus petit commun mul-

tiple P de IJ" et des

tiij, \,/,,

U,yÀ=: <yV,y>,<y, W,/).= tjVji^itj , »i ,,i ( /, y = o, . . .
, V ;

«" p£ / ; A = I , . .. , V
) ;

car P est évidemment permutable à /, en sorte que ci = P + /P.

Si p = 2., cette seconde définition de A-,' a un sens. rV est alors

encore d'indice 2 dans A-. Pour n = 2, cela a déjà été indiqué tout

à l'heure. Soit donc //>2. Toute substitution a de -1.', prise sous la

forme

( 32 ) a = \.r,,y,: i/, ( «,/, .t;, + a'^^.y,,
)

, i^.
( (3,/, îc^+ (i'n.y^. )\ (i, k = o, ...,v)

vérifie l'égalité

(33) Ia=i,A.a,A-(3',-,.-hAMaao + «'o'o+(3,% + |3:-„) = ^ (/, / = o, ...,v);

car la substitution unité vérifie ('^3), et, y étant un générateur de ci',

ya vérifie ou ne vérifie pas (33) en même temps que a, comme le

montre un calcul direct (d'après les relations connues qui lient les coef-

ficients de a). Donc t, ne vérifiant pas (33), est hors de d.' et

ci = ci' + td'. Comme ta. ne vérifie pas (33) si a la vérifie, on voit de

plus que ci' est formé des substitutions de ci qui vérifient (33) (').

53. Pourp = 2 les substitutions de d/ sont dites paires, les autres

impaires. Tout changement de variables à coefficients dans £ qui

conserve a conserve a priori ci et ci' (la matrice du changement de

variables est celle d'une substitution de ci), donc aussi la parité de

chaque substitution a de ci et celle de I^.

Laforme canonique d'une substitution a de ci a un nombre pair

ou impair de suites selon que a est paire ou impaire. — Si a n'a que

des multiplicateurs égaux à i, on le vérifie directement à l'aide des

remarques des n°' 28 et 30. Dans le cas contraire, soient a' la partie

de a (mise sous forme canonique) répondant aux multiplicateurs ^ 1,

et a' la partie correspondante de a. Prenons a' pour a et a' pour a. a a

un nombre pair de suites, et l'on peut introduire des variables réelles

(') I (/(/ Dickson, Lincar Groiips, p. 206-208.
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(c'est-à-dire des fonctions réelles des variables primitives ,r, à coeffi-

cients dans 2) ^i, Y), telles que a ait la forme S^/Y),- ('i'-^)- D'après (33)

(appliquée à la substitution primitivement donnée), /oui raient à

montrer qu'avec ces rariables a est paire. Or on peut introduire

d'abord, comme au n" 28, des variables (en général non réelles) X,-,

Y,- ramenant a à la forme ilX,- Y, = «o et a à une forme a,, vérifiant (33).

Le groupe de «„ dans S est A- Soient ci„ et A-'^ les groupes analogues

à cl.. rV dans le champ e^ résultant de l'adjonction à S des multiplica-

teurs de a. ci' est évidemment le plus grand commun diviseur de ci,

X'^. x„ est dans ci^, et l'introduction des variables Hi, v],, qui conserve

à a^ sa forme, revient à transformer a,, en une substitution de A'

(a^ vérifie la condition de réalité).
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Sur la /oiicfio/i de Green des équations différentielles

linéaires ordinaires ;

Par m. E. BOUNITZKY.

1. Nous nous proposons d'étudier les propriétés des fonctions de

Green des équations différentielles linéaires ordinaires, en nous

appuyant sur les travaux de MM. Burkhardt, Hilbert, Bôcher, Mason

et Westfall, concernant ce sujet ('). Nous construisons d'abord les

fonctions de Green pour un système d'équations linéaires du premier

ordre et puis nous appliquons les résultats trouvés à la théorie de la

fonction de Green d'une équation linéaire ordinaire de l'ordre n. Dans

cette dernière théorie nous discutons en détail deux questions : nous

expliquons le rôle que jouent les aulofonctions (-) adjointes de

M. Schniidt dans le cas général, où la fonction de Green n'est pas

sj'métrique, et nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes

pour la symétrie de la fonction de Green. En considérant toujours les

conditions relatives aux limites linéaires homogènes, nous nous bor-

nons en général au cas où le déterminant de ces conditions est diffé-

rent de zéro, et nous ne discutons le cas contraire que pour l'équation

(') H. Burkhardt, Sur les fonctions de Green relati^-es à un domaine d'une

dimension (Bull. Soc. math., t. XXII, 1894). — D. Hilbert, Grundziige einer

allgemeinen Théorie der linearen Integralgleichungen {Zweile Mitteilung)

(Gôtlinger Nachrichlen, 190/4).— M. Bôcher, Green's fonctions in space of one

dimension {Bull, of the American Soc, 1901). — Ch.-M. Mason, Inaugural-

dissertation, fiandivertaufgaben bei gewôhnlichen Dijferenlialgleichungen,

Gôtlingen, igoS. — W. Westfall, Inauguraldisserlalion, Zur Théorie der

Iniegralgleichungen, Goltingen, igo.î.

(^) Nous écrirons toujours autofonclion, aulovaleur dans le sens des mots

allemands Eigenfunktion, Eigenwert.

Journ. de Math. (6* série), lome \. — Fasc. I, 1909. 9
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difTérentielle linéaire du second ordre adjointe à soi-même, en suppo-

sant de plus que les coefficients des conditions relatives aux limites

satisfont à une certaine relation.

2. Considérons un système d'équations différentielles linéaires

(0
] L,( «,, i/2, ...,(/„) = -T h fl/i iii -+- a,-2 IU + . . .+ a,n u„ = >

1 (j = I, 2, . . ., «)i

où les fonctions a^. de x sont continues dans un intervalle donné

(x^a^xSb) ('), avec le système adjoint

(
(i=:l,2, ...,n)

a,,('| + ».,,(•; + . . .-H a„iV„^ o

Le système (i) admet n solutions indépendantes

«vl, "vj, ••, "vn (V = I, 2, . . ., n),

continues, ainsi que a^, dans l'intervalle (a, h). Désignons le détermi-

nant de ces solutions par

A(.r) =
"il "12

et le complément algébrique de l'élément «^, par [m^,]- Le détermi-

nant A(x) reste continu et différent de zéro dans l'intervalle (a, b) en

vertu de la relation

-/l-A (^) in ce

c désignant une constante différente de zéro, et les expressions

(V=: I, 2, . . .,/î),
["y.]

A
["V2]

A
..„=t^

(') Nous désignerons un inlervalle de cette espèce, pour abréger, par (ti, /y),

}' compris les limites j' t^ «, j? =: è. De même, nous dironsqu'une fonction y(,r)

a une qualité donnée dans l'intervalle (a, b), si cette qualité a lieu aussi

pour ^ =: (7, X ^^ b.
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qui donnent n solutions indépendantes du système (2), sont aussi con-

tinues dans le même intervalle.

Nous dirons que la suite de fonctions

7vi(-ï-, Ç). rn{--^,l), , yvvC-», ç), ..., 7vh(.î-,£)

forme une soliilion principale (' ) du système (i), si ce système est

satisfait, en posant

si les fonctions Yv/,(,i^', ,) ont, par rapport à x, dans l'intervalle (a^ (>),

des dérivées continues pour les valeurs i , 2, . .
.

, v — i , v + i , . .
.

, //

de riicdice k et si de plus la fonction )%,,(•*', ^)> en gardant la même
propriété dans les intervalles (a, l), (^, h), satisfait à la condition (-)

lim[y,„(; + £.ç)-y,„(;-£,ï)]^_..

Une solution principale coïncide donc pour .cS'^ aVec les intégrales

/, = (I /, = n /, r-_ „

2 /X/,v U/,i (x), V
p.,.,^ H/,2( J-), . . .

, ^ IJ./,., «/,v(-2^)

du système (i) et pour x^^ avec les intégrales

/, = 1 /, = l A=l

où [JL^v et ''^Av sont des constantes. En désignant les différences ^/,^— m,^,,

respectivement par 4/7 on a, conformément à la définition d'une solu-

(') Nous, écrivons solutio/i principale dani, le sens du mot allemand Griiitd-

lôsung. Cf. D. HiLBERT, loc. cit.

(^) On voit donc que la fonction y<„{j:., E,) a deux déterminations pour x = ^

et la même circonstance peut avoir lieu par rapport à la dérivée d'une quel-

conque des fonctions y.,i{x, t); néanmoins, la solution principale ne cesse pas

de satisfaire au système (i), si l'on convient de prendre la détermination de

y-t-ii^, i) pour a; ^ I dans Tinlervalle (t, b) et les valeurs de toutes les dérivées

droites ou la détermination de y-,v(-f, l) pour x = ? dans l'intervalle (a, ;) et les

valeurs de toutes les dérivées gauches.
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tion principale,

/, = i *= i A = i

(3) {
(>. — 1,2, V— I,V +1, ...,/0,

/ = ;i /,=« A=/i

2 F/,v "/.v(0 — ^ '«/,v "Av(ç) == 2 ^/,v «/,v(^) = I-

i A = 1 < = 1 A = 1

En résolvant ces équations par rapport à I/^.,, on a

d'où vient, en tenant compte de la relation p-^^v— "'av = 4v.

A = l

(4) {

':' (X = i, 2, ...,«),

*=i

où w^^v sont des constantes arbitraires (ou des fonctions arbitraires de H).

En donnant à l'indice r dans les formules (4) les valeurs v = i, 2. ..., «,

on trouve n systèmes différents de solutions principales.

3. Nous aurons besoin de considérer des fonctions y, (x'), /n(j:^), ...,

/n(^) dont les valeurs au\ limites de l'intervalle (a,b) satisfassent

à // équations linéaires homogènes

T/, (/„./„ . ..,/„) = V a;„/,(r,) + V j3,,/,(6) = (A = I, 2, . . ., /O,

I — 1 / = 1

où c.)^i, p^., sont des coefficients constants donnés. JNous désignerons

l'ensemble de ces n conditions par les mots les conditions aux limites T
et nous convenons d'écrire pour chaque suite de fonctions F,(x),

Fa(a;), ..., F„(a;), au lieu de

2 «A/ F,(a) + V [3,, F, ( 6 ), 2 «'•' F'(«)' 2 P'" P' ( *)'
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respectivement <

T,(F,, F,, . . ., F„), T,,(F„ F, F„), T„,{V„ F„ . . . , F„).

De plus, pour chacune des solutions indépendantes u.,,, u.,^, . . ., u.,n

du système (i) nous posons, pour abréger,

T/. (kvi,"vo, ..., "v„) — T/, {''')>

TaA{Mvl, «V21 • • •> "v«) = T„/. (V),

T/w- ( «vi , «v2, • • , ihn) = Tj/, (y).

Nous supposerons toujours que les conditions T sont indépendantes;

on pourra donc trouver dans la matrice

(5)

«!« (Su Pl2

«,„ p„ [3,2

u a„. ... «„« P,„ (3„2 ... (3„„

un déterminant de l'ordre n qui soit différent de zéro.

Nous convenons de dire qu'une solution principale du système (i)

y,,(x,4)=GÎ,(^,?),

y,„(.r,4) = GT„(^,4")-

qui satisfait, en substituant GJ^,(.r, ?)au lieu de fi{jc) (/ = i, 2, ..., «),

aux conditions T, forme une solution de Green du système ([) par

rapport aux conditions T.

En tenant compte des formules (4), on trouve que les coefficients «i,^

de la solution de Green satisfont à un système d'équations

(6) V„,,,,T,,(0=-2'f«''(')'-(^') {le: n).

Si
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que nous désignerons dorénavant comme le déterminanl du sys-

tème (i) par rapport aux conditions T, est différent de zéro, on a, en

posant

T,(,) T,(2) ... T,(/.-,) T„,(0 T.(A- + i) ... T,(/0

T,(i) T,(2) ... T,(A--i) T,„(/) T,(A- + >) ... T,(«)
T>,(ai) =

T„(i) T„(2) T„(A--i) T„„(0 T„ (/. + :

VDa«0'Vv(i:)

T„(/0

d'où, en posant

^k{bi]

T,(i)

T.(i)

T„(.)

T,(/.-i) T„(/) T,(A + i)

T,(/.-i) T,„(0 T,(X+,)

T„(A-i) T,„(0 T„(A- + i)

et en remarquant que la somme D^-(flj) + Da(/^/) est égale à zéro

pour À' ^ i et à D pour A' = /, on trouve

]^D/,(*0'Vv(ç)

'«/,v+ i'/,v(i:) — '-^—g

En substituant ces valeurs de ni/^., et de ni/,.^ -\- v^.,{^) dans les for-

mules (4), on a

V
„,,.),( ^. )2 Da^,)'Vv(-:)

GlX^,i) = (^ =
'0

(7) (>. = I,2, ...,«)

V„,,..,(^)VD,(«,)r„(i)

Gv),(a',ç)=— (x>0

En faisant parcourir à l'indice v les valeurs i, 2, ..., /i, les for-

mules (7) donnent n solutions de Green différentes. Nous désignerons

chacune de ces n^ fonctions GJ,y(x, ^) par les mots fonction de Green
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du système ( i ") par rapport aux conditions T. En disposant les //^ fonc-

tions de Greeii dans la forme d'un carré

(8) GT,(^,£), GI,(^,c:), ..., GI„(^,J),

' Gi;,(a:,ï), GT,(,r,t), ..., Gî,,!^-,^.

on voit que les fonctions de Green d'une même ligne de ce carré

forment une solution de Green et que les fonctions GJ^^x-, 5), placées

sur la diagonale du carré, vérifient la relation

toutes les autres fonctions de Green étant continues dans l'inter-

valle (a, b).

4. Nous dirons qu'une suite de fonctions

(/,= d;,(.r), u.2—'J^i{a-), .... (/„=|„(.z-)

qui ne se réduisent pas toutes identiquement à zéro forme une solution

distinguée du système (i) par rapport aux conditions T, si ces fonc-

tions, admettant des dérivées continues dans l'intervalle (a, ^), satis-

font au système (i) et aux conditions T.

L ne solution distinguée doit donc s'exprimer par les n solutions

indépendantes «.,1, u-m •••> "v« ( v = i, 2, , . ., /?) du système (i) au

moyen des formules

(9) J>v=2«/",v (v=I, 2, ..., /().

1=1

OÙ les quantités.?, sont des constantes. Le déterminant A(x} des équa-

tions (8) par rapport aux quantités .ç, étant différent de zéro, les fonc-

tions <|/v ne peuvent se réduire toutes identiquement à zéro que si

toutes les quantités .9,- s'annulent.

Une solution distinguée satisfait, par définition, aux conditions T.

On aura donc

(10) T,(d.„^5- ...,'^„)=2*'T*(0 = " (k = ^,i,...,n).
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d'où suit que les quantités 5,- ne peuvent s'annuler simultanément que

si le déterminant D du système (i) par rapport aux conditions T est

nul. Au contraire, si D = o, le système d'équations (lo) est satisfait

par certaines valeurs de ^, qui ne sont pas toutes nulles simultanément,

et, par suite, en substituant ces valeurs dans les formules (9), on obtient

une solution distinguée. Donc, pour que le système (i) admette une

solution distinguée par rapport aux eonditions T, il faut et il suffit

que le déterminant D du système (i) par rapport à ces conditions

s'annule.

5. Soit /(x) une fonction définie par la formule

où çi(^) est une fonction continue dans l'intervalle (o, h). La dérivée

de cette fonction /(»') s'exprime par les formules

(<0

On a, en effet, conformément aux formules (3), (4), (7),

OÙ
A-=re

/r = l

k = n

k = \

La fonction ^(l-,{x^ ^) est donc continue en ./• et H et la fonction w^x{x, ^)

l'est aussi, les coefficients m^,, étant définis par les formules (6). On a
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donc, en désignant par 7") ( ./•, x -h o) l'expression

^^"*7°li'V, a- + c) (£>o),

r'' d
*""

" "
A = 1

En faisant dans les équations (3) ^ = .r, on a

k= n

N^4v(^) ;<i.),(a;) rrro pour A ^ v,

*=t

*=n

7, 4v ( J" ) «^A-v ( -"^ ) = ' pour >v := V,

k= \

d'où suivent les formules (11).

6. ?S'ous dirons que les conditions aux limites T', définies par les

formules

/ = 1 (
— I

sont atljoinlcs par rapport aux conditions T, si pour tous les systèmes

de fonctions L',(x') et V,(ic) («'=1,2, ...,//) qui satisfont respecti-

vement aux conditions T et T' l'expression

/'"*yU,(x)V,(,r)

1 = 1

s'annule identiquement. Nous nous proposons le problème de déter-

miner la foi'mc des conditions T' (|ui sont les adjointes d(>s conditions

données T. L'expression

2U,(^)V,(^)

Journ. de Math. (6« série), tome V. — Kasc. I. 191(1. lO
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est une fonction symétrique des indices i, 2, ..., n. On peut donc,

sans diminuer la généralité des raisonnements, permuter ces indices

de telle sorte que la matrice (5) contienne un déterminanl d'ordre //,

dillcrenl de zéro, de la forme ('
)

Kn
Kn

^n,\l. H/;.|ii I pw.n+i P,u,

Dans cette hypothèse, considérons une suite de fonctions l, (./;),

Uo(a;\ ..., V^„{x') qui satisfassent aux conditions T et résolvons les

équations qui expriment ces conditions par rapport aux valeurs limites

IJ,(«), U,(«), ..., U„(a), L(,+ ,(A), l->+.(/>), ..., U„(7'). On aura

(<:.)

1-U(fl)+ ^ Ai.,U,(fl)+"VBiyU/(6)=o (/,=i,2,

L'.v(/')+ "^^ A„U,(rt) +"^''B5),U>.(6) = o (,v= p.+ i,/j.+ .',,. ..,«),

où A/,,, A„. B/,>, IJ/^, sont des conslanles données. \\n choisissant un

indice déterminé A' parmi les nombres i, 2, ..., ix cl en posant dans

les formules (12),

(3)

on a

(>4)

\
U,.(6)=i, U>,(^) =
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salisfaisaiil au\ conditions T' adjointes (s'il y en a en général ), «

('5) ' -Vu,.(„)V,(«)_ V U,(«)V,(fl)

= \',,(b)- V B,,.V.(6)+VB,,.V,.(rO = o.

De même, en choisissant parmi les nombres a + i , a + :i, . . .. « nn

indice /' déterminé et en posant dans les formules (12)

U,(a)^i, U,(«)=o pour ipéi' (p. + ilfi«),

U).(6) = (1 = 1,2 IJ.),

il vient

U/,(«) + A<, =0 (A- = i, 2 fi),

Uj(i) + As,- ^ O (.<; r= fjL + I, p. -t- 2, . . ., rt),

d'où suit

1/^.1* 2^''(^)^''('^)=
S'-'^-^^^^''^^^^ 2 u.'(t)v,(6)

I *= (!

(16) -Vu,.(«)V,-(i.)- V ll,(a)V,(«)

1 * = 1 / — (i+1

I

=- '2 A,,V,(Z.)h-Va,,V,(«)-\V(«).

En posant dans les formules ( 1 5) successivement

/.'=., 2,..., p.

et en écrivant au lieu de A', s, A' respectivement A, /, A, et, de même,

en posant dans (16) successivement

t'=[JL + I, p -H 2, . . . , «
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et puis écrivant au lieu de i' , s, li respectivement s, /, X, on voit qu'on

peut écrire les conditions adjointes T, s'il y en a en général, sous la

forme

(7)

iv,(^')- ^ B,v,.V,(/>)+Vb-,,v,(«)=o (/>=i,2, ..., ,a),

I V, («)+ V A,.,V,((!*)— VA),,V>,(«)=o i.1 — n+^,lA+2,...,n).

Réciproquement, en ajoutant les formules (12) et (17) respective-

ment avec les facteurs — V;,(a), V,(&), \ /,((>), —\,{a), on trouve,

pour deux suites quelconques de fonctions li,(x-), Uo(a'), ...,

U„(a7) et X, (•*)' ^'2(*')i •••> ^»{^') qui satisfont respectivement

aux conditions (12) et (17),

> t',(,») V,(^)=rO.

/= 1

(.)n voit donc qu'à cliaqui' cnscmblr de condilions aux Inniles T,

donné par les formules (12), correspond, un ensemble S' de

condilions adjointes parfailenient déterminé, défini par les for-

mules (17), en tant qu'on convient de considérer deux ensembles

de conditions qui suivent mutuellement l'un de l'autre comme équi-

valents.

Il est clair que les conditions adjointes des conditions adjointes sont

équivalentes aux conditions primitives. Si Ion veut écrire les condi-

tions T et leurs adjointes sous une forme tout à fait générale, sans faire

aucune hypothèse sur l'ordre des indices / des fonctions U,(a'), V,(x')

(i = 1 , 2, . . ., //), on n'a qu'à remplacer les indices A", «, A, s respecti-

vement par vj, V,, V), v^, en supposant que les indices A' et s parcourent

respectivement les valeurs A^ = i , 2, . . ., ix, 5 = (x + i, [j. -f- 2, . . ., « et

que l'ensemble d'indices v,, Vj, ..., Vj^, v^^,, Vj^^.,, ..., v„ forme une

permutation quelconque des nombres i, 2, . . ., n.

Dans deux cas limites, où l'on a \t. = « ou [x = o, les formules (12)

et (17) se réduisent respectivement à leurs premières ou à leurs se-

condes lianes.
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En ajoulaiU les expressions

L, («1, «2, . . ., «„) —
Cix Mm4

). = /.
.,«).

OÙ les a,x sont des fonctions continues de x dans l'intervalle (a,())

et où les ?/,, f; sont des fonctions qui ont des dérivées continues dans le

même intervalle, multipliées respectivement par les facteurs m,, p,, eu

sommant par rapport à / et en intégrant de x = a k x ^ b, on trouve

la formule de Green

(i8) V / [<.,L,((/,, «.,..., «„) — (/,L,(r,, r„ ..., (•„)]a'j:- = /'^ 2 "'"'•

1=1 " '~
(=1

En s'appuyant sur cette formule, on peut démontrer les propositions

suivantes (') :

a. Si le système (i) a loi/les les n'- fonctions ?)J,;{x, Ç) de Green, le

système adjoint ( '2) na pas de solution distinguée par rapport aux
conditions adjointes T'.

b. Si le système {2) a toutes les n- fonctions H^^)(x, ^) de Green

[en désignant parlilfx, ^), îil,{x, ^), ...,lil'„{x, ^)(v = i, 2, . . ., n)

les solutions de Green du système (2) par rapport aux conditions

adjointes T'], le système ( i) «V/ pas de solution distinguée par rap^

poi't aux conditions T.

c. Le déterndnant D du système ( 1 ) par rapport aux conditions T
et le déterminant D' du système adjoint (^2 ) par rapport aux condi^

lions adjointes T' s'annulent siniullanémenl ou sont simultanément

différents de zéro.

d. Pour que le système (i) ait toutes les n- fonctions G^-^i^x, \) de

Green, il faut et il suffit que le déterminant D du système (i) par

rapport aux conditions T ne s'annule pas.

e. Si le système (i) a toutes les n- fonctions de Green G^,y(x, ç)

(') Ces propositions oiTienl l'analogie et la généra Usa lion il e celles déinonliéys

par M. W. Westfall, toc. cil , § 7.
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par rapport aux eoiidilions T, le système adjoint (2)0 aussi toutes

les n" fonctions de Green H^j^(a;, ?) par rapport aux conditions

adjointes T'. Les fonctions ]X^^{x, \)sont liées aux fonctions G\x, \)

par des relations
H^,,(x,i:)=-G,^(.r,t).

En effet, soient /
, (./), y -.{x ),..., /«(') les fonctions qui, ayant des

dérivées continues dans l'intervalle (a, b ), satisfont au système (2) et

aux conditions adjointes T'. Ecrivons la formule (18) deux fois, en

posant
«,= GÎ,(^, i)

et en prenant pour limites a, H — £ et ^ + £, b, où H est un nombre

quelconque pris dans l'intervalle («,/>); ajoutons les résultats et fai-

sons tendre z vers zéro. On aura

[, = /, i=n -|

f^^~^^^'-^^'
i:)X'(-r) +/"^|'^^ 2^-''(-'"' ^^''^'(-^^

=r" y t'v, (-r. 7A^) - lim
ri"'' y Gî.(x, ? ) X, (.r ).

1=1 1=1

Les fonctions ("v,('", H) et y,(x) satisfaisant respectivement aux con-

ditions T et aux conditions adjointes T', il vient

t x^a ^^
i= 1

Dans la somme y Gl,(x, E) ce n'est que la fonction G.,.,(x, ^)qui est

1 = 1

discontinue pour x = H, conformément à la formule

lim[G,„(ï +£,£)- Gvv{t- E, 0] =- '•

e = o

On aura donc

/x='i+t

0/ i-=?-E ""
]iin

=?-E

où V peut prendre toutes les valeurs v = i, 2, . . ., «. Le théorème a est

donc démontré.
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Pour dénionlrer le théorème h., on n'a qu'à jjoser dans la for-

inule(i8)

iU=^,(x), i', = Hî;('r, ï),

les '^,(.r) étant des fondions qui aient des dérivées continues dans Tinter-

valle(rt, /v) et qui satisfassent de plus au système (i)et aux conditions T.

Dans l'hypothèse de D ^ o, les formules (7) nous assurent l'exis-

tence de toutes les ir fonctions GiJ^)(j;, \) de Green, d'où suit, confor-

mément au théorème a, que le système (2) n'a pas de solution distin-

guée par rapport aux conditions adjointes T'. On a donc, comme nous

l'avons vu au n° 4, D'=?^o. De même l'hypothèse D'^o entraîne

D =^ G, d'où suit le théorème c.

Si le système (i) a toutes les //- fonctions G,y)(a;, \) de Green, le

système (2) n'a pas de solution distinguée par rapport aux condi-

tions T', d'où suit que le déterminant D' est dilférent de zéro. On a

donc aussi D ^ o. Réciproquement, si D ^ o, le système (i) a, comme
nous l'avons vu plus haut, toutes les ir fonctions GJ^) (x-, ^) de Green.

Le théorème ûf est donc déuiontré.

Si le système (i) a toutes les ir fonctions {il;\x, ^) de Green, on a

D ^ o et, par suite, D'^i^ o, d'où suit que le système (2) a toutes les

11} fonctions HJ^j (x, H) de Green. En posant

où E et r, sont deu\ nombres quelcouques piùs dans Fintcrvalle («, h),

écrivons la formule (18) trois fois pour les limites a, /] — t; "/]-!-£,

? — t\ ?-(-£, 6 (
'

), ajoutons les résultats et faisons tendre i vers zéro.

On aura

o = lim / ' 7 H,c,4-lim / 7 «, (',H- lim / 7 «, i',

(=1 / =

1

,=1

= r" E^-f-''' --) ":-(-^' r,) - lim r"'^' yOUx, l) Hî,;(^, l)
I x=a "" £=0/ x=-fl-£ *•"

1=1 /=1

— lira r~^*' y g;;,(x, >) wiax, o).

(') On a supposé, pour li\er les idées, r, <!^; le cas conlràiie donne lieu à un

calcul analogue el au même résultat final.
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Dans la somme ^ GJ^,(.r, ^)HJ!,(j;, yj) deux facteurs HJ'^(x, v]) et

(=1

Gl^(x,'^) qui multiplient respectivement les fonctions GJ,^(x,^)

et HJ!,,(a;, /]) ont des discontinuités, définies par les formules

lim[Hja(Tn -HE,-')) — Hj;iji(-r) — £,•/-,)] = — i,

e = o

lim [Gîv ( ; + £, O - Gîv ( t - £, 4 )] = - I .

6 =

On a donc

lim/" "' yGÎ',(^,4)Hj;(x,r))=rHj;{$,Y5)

De plus, les fonctions G^^Çx, l) et lï^,(x, -q) satisfaisant aux condi-

tions T et T' adjointes, il vient

r ' VGÎ,(^,ï)Hj;{a;,-/))=o.

Ainsi, en faisant tendre i vers zéro, on aura

doù suit, en reniar(juan! que H et yj ont des valeurs arbitraires dans

l'intervalle (a, l>),

On forme donc le carré des fonctions de Green lî'^.j(x, ^) en chan-

geant dans le carré (8) les signes des fonctions G1^{x, ^) et en permu-

tant les lignes et les colonnes, ainsi que, d'autre part, la variable x et

le paramètre ^.

8. Les fondions G^^Çx, ^) de Green qui sont placées sur la diago-

nale du carré (8) ne sont jamais symétri(|ues. En effet, la fonction

— Gl.,{^,x) coïncidant avec la fonction de Green Rl,(x, ?), il vient

- lim [G^,{i, + £) - Gl,a, I -£)]=- .
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OU '

r=Ç+£

tandis que pour la fonction Gl^{x, E) on a

lim / G!v(?,.c)=ii,

ion G^'^^(x-, E) on a

lim /'"'^"gÎv(^, l)=— I

£ = 0/ x=\—t

L'identité

est donc impossible. INous rencontrerons aussi plus loin (au n° 18) un

exemple simple d'une fonction de (ireen non symétrique avec deux

indices différents.

En supposant toujours D ^ o, mais sans faire aucune hypothèse sur

la symétrie des fonctions de Green, nous démontrerons les proposi-

tions suivantes, qui concernent l'intégration d'un système d'équations

linéaires non homogènes avec les conditions aux limites T et, qui

donnent, d'autre part, le moyen de résoudre certains systèmes d'équa-

tions intégrales de la première espèce.

a. Un système d'équa/ions di()'éi-cnticlles non homogènes

(19) L, (/.,/„ ...,/„)=- 9,(x) (( = .,2, ...,«),

où les Oi{j:) sont des fonctions continues données, n'admet qu'une

seule solution, formée par des fonctions f^ (x), f-i{x), . .
. , fn{x) qui

satisfassent aux conditionsT et qui aient, de plus, dans l'infen-alle

(a, b ) des dérivées continues. Cette solution unique est donnée par

les formules

(20) /v(^)= / y^Gl{,v,'i)9.Cc:)dl (v = K2, ...,H).

h. Un système d'équations intégrales (20) ne peut être satisfait

par les fondions continues !p,(^) que si les fonctions f,(x),

/j^x'), ..., fn(-^') vérifient les conditions T et, de plus, ont des

dérivées continues dans l'intervalle (a,b). Uensemble de ces con-

ditions étant rempli, le système (20) n'a qu'une seule solution con-

tinue par rapport aux fonctions ?/(^)) qui est donnée par les

formules
9,(^)=-L,(/,,/,, ...,/„) (.-=1,2, ...,/0.

Jotnn. de Malh. ('i" scrie), lonic \. — l-'asc. I, 1909. ^^
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Les fonctions /^(x), définies par les formules (20), satisfont aux

énuations (19), ce qu'on vérifie par une substitution directe, en faisant

usage des formules (i i ). De plus, chaque groupe G-,(j', ^), GJ.;,{x, ^), ...,

GJ„(x,l) des fonctions de Green satisfaisant aux conditions T, les

fonctions y, ( a-'), /a ('*)' ••M./n(-^) y satisfont aussi. En considérant une

suite quelconque de fonctions F, (*•), F2(a'), . . ., F„(a?) qui satisfassent

au système (ig) et aux conditions T et qui aient dans l'intervalle (a, h)

des dérivées continues, on voit que les différences F,(x) — /", (a;),

F-^Çv) — /^{x), ..., F„(a;) — fn{^) satisfont au système (i) et aux

conditions T et ont aussi des dérivées continues dans l'intervalle (a, b).

Le déterminant D étant, par hypothèse, différent de zéro, le sys-

tème (i) n'a pas de solution distinguée par rapport aux conditions T.

Chacune des différences F^(a;) — f^(x) s'annule donc identiquement,

d'où suit que la seule solution possible jouissant de toutes les propriétés

indiquées dans le texte du théorème a est donnée pour le système (19)

par les formules (20), ce qui achève la démonstration.

Si le système d'équations intégrales (19) peut être résolu par une

suite de fonctions continues 9,(^), les fonctions /",;( a;) doivent satis-

faire, comme nous l'avons vu plus haut, aux conditions T et avoir des

dérivées continues, ce qu'on vérifie au moyen des formules (11). Ces

conditions étant remplies par les fonctions f^Çx), considérons un sys-

tème d'équations

L,(F„ F,, . . ., F„) =:- [_L,(/„/„ . ..,/„)] (/= ., 2, . ..,n).

Dans l'hypothèse que les fonctions F, (x), F^^x), . .
.

, F„(x) satis-

font aux conditions T et ont des dérivées continues' dans l'intervalle

(a, b), ce système n'a qu'une seule solution, donnée parles formules

(v = t,-2, ...,n).

D'ailleurs, on trouve certainement cette solution, en posant

Fv(x-) -- fiix). On a donc

M-r)= VG:^(,r,t)l-L,[/i(^),y^(H),-.-,A(4)]|«^

( V := 1 , 2 , ...,«),
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d'où suit que les équations intégrales (20) sont satisfaites, si Ton pose

<P,(^) = -L,[,/^(ï),y^(^), ...,/;,(£)] (j = i,2, ...,«)•

Cette solution du système (20) est iuii([ue. En efl'ct, ce système

entraine, comme nous l'avons vu plus haut, les égalités

9,(.r)=-L,(/„/„...,/„).

Le théorème h est donc démontré.

En appliquant les théorèmes a et h au système d'équations

M, (/,.,/;, ...,/„)=-?,(.')

qu'on peut écrire, pour simplifier les raisonnements, sous la forme

-M, (/,,/„ ...,/„ )=_[_o,(,r)],

et en tenant compte des identités

on démontre les propositions suivantes (^ toujours dans l'hypothèse

de D 7^0).

c. Un système d'équations différentielles

M,(/„/2 f„) = -'J,(cc),

OÙ les <pi(a;) sont des fondions continues données, n'admet qu'une

seule solution, forméepar des fonctions f^ <^x), f.,(x)^ . . ., f„(x)qui

satisfassent aux conditions adjointes T' et qui aient des dérivées con-

tinues dans l'intervalle (a, b): Celle solution unique est donnée par

les formules

(21) /.(.')=/ VGÎ,(i,.r)o,(£)rfi (v = i, 2, ...,«).

i/„ 1 = 1

d. Un système d,'équations intégrales (21) ne peut être satisfait

par les fonctions continues 0((^) que si les fonctions f.,{x)vérifient

les conditions adjointes T' et ont dans l'intervalle (a, h) des déri-

vées continues. Ces conditions étant remplies, le système (21) n'a

qu'une seule solution continue par rapport aux fonctions 9,(?)) qui
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est donnée par les formules

'
9,(?) = -M,[yv(ï),/;(?). ...,A(£)] (/=.,2, ...,«)•

9. En considérant la fonction Gl„,{x^ "i) comme le noyau de l'équa-

tion intégrale de la seconde espèce, désignons respectivement par

?/j^''"'(.r), v\^'"'\x) et X,„ les autofonclions en ;j; et en ? (') et l'autova-

leur correspondante. Désignons aussi respectivement par $J2""(a?))

''I^i,^""(.r) et A„, les autofonctions adjointes en x et en H(') et l'autova-

leur correspondante du même noyau. Toujours en gardant ces nota-

tions, nous démontrerons, dans l'hypothèse de D ::^ o, les propositions

suivantes qui nous permettent d'interpréter les autofonclions du noyau

Gl^^i^x, \) comme des solutions distinguées de certaines équations dif-

férentielles linéaires homogènes, où Taulovaleur X,«(*'" ^^'«) rentre

comme un paramètre linéaire.

a. Considérons deux systèmes d'équations difféi-entielles

linéaires

L,(«,
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OÙ A„, est un paramètre variable. L'ensemble des t^aleurs de ce pa-

ramètre pour lesquelles le système (2:1) admet une solution distin-

guée

(24) (/,, (/,, ..., ;/j^_,, tl'^'/"'\ ii^+i, ..., //„

par rapport aux conditions T, ainsi que l'ensemble des valeurs du

même paramètre pour lesquelles le système (28) admet une solu-

tion distinguée

(25) (,, ('2, ..., Cv.!, Tv''-"", (Wli ••, l'n

par rapport aux conditions adjointes T', coïncide avec l'ensemble

d'aulovaleurs A,„ du noyau Gv(i('^"j \)- De plus, l'ensemble des fonc-

tions u'^-""(x) et cîj^' ""(./•)) déjini par les solutions distinguées {•if\ )

et (25), coïncide avec Vensemble des autofonctions en x et en E du

même noyau.

b. Considérons un système de in équations différentielles

linéaires

(26)

où A„ est un paramétre variable. Vensemble des valeurs de ce para-

mètre pour lesquelles le systètjie (aO) admet une solution distin-

guée, formée par deux séries de fonctions

\ «I, "2, ••, "|j.-i, ^H^''"", "(i+t, ••) "h.

satisfaisant respectivement aux conditions T et aux conditions ad-

jointes T', coïncide avec l'ensemble des autovaleurs A„, du noyau

Gv,p,(.r, ^). L'ensemble des fondions $,;"" (x) et Wf-"'\x), défini par

les solutions distinguées (27), coïncide avec l'ensemble des auto-

fonctions adjointes en x et eu \ du même noyau.

L,- (,,,
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La solution dislinguée (24) donne aussi une solution d'un système

non homogène

L,(«,, . . ., '/(j,_,, "\j!'"'\ »(i+l, ..-, Iln)=—9'i^) («= 1,2, ...,«),

OÙ

(p,(,r) = o pour j = I, 2, . . ., V — I, V + I
, . .

.
, «, ©,,(,r) = >„,

«'^''"" (.r).

Cette solution est donnée par les fonctions (24) qui satisfont aux

conditions T et qui ont, par définition, des dérivées continues dans

l'intervalle (a, b). On aura donc, d'après le théorème a du n" 8,

".(O

( ^^ )
\

(
4- r- I , 2 , . . . , p. — I

, fj.
4- I

, . . . , /( )

,

«[.^•""(.r) = >.„, f G;;;,(.r, t > «!:""(£) ^t;.

On voit donc que la valeur du paramètre A,„ pour laquelle le sys-

tème (22) admet une solution distinguée (24) est une autovaleur et

que la fonction u^^;"'\x), définie par cette solution distinguée, est une

autofonction correspondante en x du noyau G^j;^(.c, H). Réciproque-

ment, considérons une autofonction u'^-""(x) en x du noyau Gî^^.(a-, l)

et une autovaleur correspondante X,„ qui satisfont, par suite, à la der-

nière des équations ( 2(S). Si l'on définit les fonctions iis(x) pour les

valeurs 1,2, . .., iji — i, [x -h i, ...,// de l'indice s par les formules

u,(a-) = i„, / G.;,(.r, c;) ";;""( i)f/c: (^ = 1, 2,. ..,p--i,/j.-i-i, ...,«),

on voit (]ue le système d'équations intégrales

Us{x)=
I

VG,,(x,t)(?,(0«'^ {s-=i,2, ...,n),

«y „ / = 1

où i'^,.{x) =: u"^;"'\x-), est satisfait en posant

cp,(ç)=^o pour ''==v, cpv(i) = ^,„ "(j.' ""(t).
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d'où suit, d'apiTs le tliéoivine /> du n" 8, que les fonctions «,(j:)',

«o(.<-), ..., //„(•/) ont des dérivées continues dans l'intervalle ( r/, //)

et satisfont aux conditions T et qu'on peut trouver les mêmes solutions

cp,(x') au moyen des formules

?.(•*) = o = L,((/,, II.,, . .., ii'^'-"'\ (/^_u,, II,,)

?v(-ï-)=--'"«"l;^''""(-«) = Lv(",, ii>, ...://p._i, «;;'•"",
(/|x+,, . ..,"„).

On voit donc que les fonctions //,, u.,, . . ., u^^_,, iQ""i u^^+,, . . ., ii„,

"a"'(') étant une autofonction en x et À,„ étant une autovaleur cor-

respondante du noyau G1^(x, Ç) forment une solution distinguée

du système (22) par rapport aux conditions T. En raisonnant d'une

manière analogue sur le système (23) et sur la solution (aS) distin-

guée correspondante, on achève la démonstration du théorème a. De
même, en appliquant de nouveau les théorèmes du n" 8 aux n pre-

mières puis aux n dernières équations du système (2G) et à la solution

distinguée (27 ), on démontre le théorème b.

10. Dans l'hypotlièse -D :^ o, on démontre, en s'appuyant sur un

théorème de M. Schmidt, les propositions suivantes :

a. Les fonctions u,(x), u^(x), ..., u„(x) qui ont des dérivées

continues dans l'intervalle (a, b) et qui satisfont au système de

n — I équations

L,("i, "21 . . -, w«) = o (< =: I, 2, . . . , V — I, V -1- I, /z)

et aux conditions T sont développables en séries absolument et uni-

formément convergentes de la forme

us{jo)=^<s>^;''"'\x)j' «.(ç)a»!;'.""(ç)rft ( i =; 1 . 2 , . . . , «
)

,

procédant respectivement suivant les autofonctions en x adjointes

des noyaux Gî^.(x', ^).

b. Les fonctions Vf{x), ^^{x)^ ..., f„(a;) qui ont des dérivées con-

tinues dans l'intervalle (a, b) et qui satisfont au système de n — i
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équations

M,(C,, l'2, ...,('„) =o («'=), 2, . . ., V — I, V-t- I, . . ., n)

et aux conditions adjointes T' sont développables en séries abso-

lument et uniformément comergentes de laforme

procédant respectivement suivant les autofonctions en \ adjointes

des noyaux G].\x, \).

En efl'et, en désignant l'expression Lv(?/,, u.^, .. ., u„) pary^(.ij, on

voit que les fonctions u,(^x), u^i^x), ..., M„(a') satisfont au système

non homogène

L, ( «1 , «2, ...,(/„) 1= O ( ( rrr 1 , 2, . . . , V — I , V + I
, . . . , /( ),

Lv("i, "., . . -, ii„) — -i.,{x)

et aux conditions aux limites T, et ont, de plus, des dérivées continues

dans Tintervalle («, b), d'où suit, conformément à la formule (20) du

n°8,

u,{x)^ j Gl{x,l)y„{i)dl {i n).

La fonction u^ix) se développe donc, d'après un théorème de

M. Schmidt ('), dans une série absolument et uniformément conver-

gente, procédant suivant les autofonctions adjointes $j'""(./;) du noyau

Gl^(^x, \). On démontre de même, en s'appuyant sur la formule (20),

le théorème b. Si la fonction GJ,.(a;, \) de Green est symétrique, les

développements des théorèmes a et b se transforment en des séries

procédant suivant les autofonctions m^'"' (*)•

11. Nous nous proposons maintenant d'entreprendre l'étude des

propriétés de la fonction de Green d'une expression dillérentielle

linéaire homogène Z(w) de l'ordre n. Considérons à cet ell'ot un sys-

(') E. ScBMiDT, Zur Théorie der linearen iind inclit Unearcn Inlegrat

jleichungen, § 16 {Math. Ann,, Bd. LXIII, 1907).
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ç',„(^) =
[")"-"]

en désignant, en général, par \u\^ "] le complément algébrique de

l'élément m^'"" du déterminant

A(,c).

Pour calculer les déterminants D, D^(a/), T)/,(bi) dans le cas con-

sidéré on n'a qu'à appliquer les formules du n" 3, en tenant compte

des relations (32). On voit donc, eu introduisant les désignations

1=1 1=1

C„;,(/)=V «,„/(/-.)(„), C,;, (/)=2 P'- /"""('')'

1=1 1=1

C, ( II, ) = G, ( V ) ,
C„,, ( l,, ) = C,„, ( V )

,

C, ( U, ) = Cv, ( V )

,

qu'on aura les expressions cheichécs de D, D^.(V//), D^.(7>/), en rem-

plaçant dans les formules correspondantes du n" 5 la lettre T par le

symbole C. Les fonctions G,',^(.r, ^), G^j.,(x-, ^), ..., G^„(.i', ^), qui

forment avec la fonction G^,,(,/;, H) une solution de Green

i, = Gl,{.r,l), ",= GU{.r,i), (/„=:GT„(x, 2)

du système (23) par rapporL aux conditions T, se déduisent immédia-

tement de la fonction G^,,(./;, l). En effet, la solution de Green satis-

faisant au système (2'3), on a

oL(.,^)== "";^:!f'^^ (-^,3 0.

et l'on voit, de plus, que la fonction G,^, {>, ^) satisfait à l'équation (3i)

ou à l'i'-qualion l'quivalente

(33) r"' Pi't^ + /?„_, it'-h p,^u = o.
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La soliilion de (Ireen

G]^,(.r, ï) (/=:(, 2, ....,« )

satisfait aux conditions T. On a donc, conformément aux notations

adoptées,

T.[GÎ,(^,Ï),GÎ,{^,^), ...,GT„(.r,H)]

1=1 i=l

(j =: I, 2, ...,«),

d"où suit que la fonction G^,(x-, ^) satisfait à /? conditions de la forme

Q.(/) = o (A=I,2,...,/0,

dont nous désignerons l'ensemble par C.

Par définition de la solution de (ireen, les fonctions G,'|,(.r, ^) sont

continues dans l'intervalle (a, b) pour les valeurs i, 2, .. ., n— i de

l'indice i\ mais la fonction G^„(-^'5 ^)i en étant continue dans les in-

tervalles (a, ?), (^, 6), satisfait à la condition

lim [GT„(Î -t- 6, ç) - Gî„(i - c-, ç)]

r
/-=^-^M'— G;.(.r.;) /'-=^-^ rf"-'G;.(:r.£)-|_

= !'™|/ ^x--
'

-/ rf^'- J-^'-

La fonction GJ,, (x, ç) a donc les propriétés suivantes : elle satisfait

à Léquation (33) et aux conditions linéaires homogènes C qui lient les

valeurs aux limiles de celte fonction et de ses dérivées jusqu'à l'ordre

n — 1 ; la fonction G'^, (.r, ^) et ses dérivées '-—"'
f'

^ jusqu'à l'ordre

ji — ! sont continues dans l'intervalle (a, h), mais la dérivée

,

"'
f'

^
, étant continue dans les intervalles (a, ^), ( ;, h), satis-

fait à la condition

On obtient donc, en divisant la fonction Gl^Çr, :) par /?(;), la
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fonction de Ve.cpression

L{ii) =/)«("' -h/?, ;<"'-') + . . -+-p„^iii'-hp„u

par lapport aux conditions C ('). En désignant cette fonction de

Green par G'' (a;, ?), on aura

(34)

j

G'-{^,t)=-'^ '^^ (x>?),

OU

Le dénominaleui D des formules (34) se déduit de l'expression

de D au n" 5 en remplaçant, comme il est indiqué plus haut, la lettre T
par le syml)olc C\ on désignera donc le déterminant D dans ce cas par

un dclcrniinant de Véquation (33) par rapport aux conditions C (-).

12. Soient

une expression difi'érentielle linéaire et

une expression diO'érentiellc adjointe par rappoit à L(//). Si les fonc-

(') Cf. M. linciiEii, toc. cit. Nous désignerons la fonction

par une fonction de Green de l'éqnalion

par rapport aux conditions C.

(-) Cf. W. Wkstfai-L, toc. cit.. § 7, nediiigungsdeteriniliante.
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lions II, ( el p ont // dérivées successives continues dans l'intervalle

(a, b) et si les fonctions p/,(f{ = 2, 3, ...,// — i) ont respeclivomont

n — k dérivées successives continues, on aura, comme il est bien connu,

la formule de Green

OÙ
f=n /i=y! -l

P(«,.) =V V (_,)"«<*-/-.) _^(^,,).

En posant

W ^ «,, U-'-'!=ll, (/=: -i, 3, . . ., «),

Pi' — ^',n

dx

d-(p\') d(p^i

d{pv)

H- p., (' = i'„_
f/j- dx

„ .^"-'(Z"') , „
,rf"--(/','')

,
^d{p^_,v)

on peut écrire la formule de (iri'cn sous la forme

(35) C [^L{u)~uM{v)]dx=r^ V{it,v) = r~' y UiVi.
J

^

I x=a I x=a ^^

13. Soit U(,/) une fonction (jui satisfasse aux conditions

En écrivant U, au lieu de U et U, au lieu de U''~"(/ = 2, ..., «),

on obtient l'ensemble correspondant T de conditions

T;i.(U„ Us, ...,U„)=2=''-^'<«) -^yj'i.^'^,{l>) = o (Â- = i,2, ..., «),

1=1 /-l

satisfaites par les fonctions U,, Ll., ..., U„. Considérons maintenant
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les fonctions V,, V^, . . ., V„ qui satisfont aux conditions T', adjointes

de T. On aura, en désignant, comme au n° 6, les coefficients des con-

ditions T par x^,, 3^,,

(36)
T;(Y„ \%, . . ., V„) =V «^., v,(«) -+-y Paw V,(^) = o

(A- = I, 2, ...,«)•

En posant dans les formules (36)

(37)
d.r- (l.f

„^. ^"-'(/'V) , , ..„^. d"-Hp,\)
V. ^ (-')'-

^..:/:,
^ + (-')

où V et p sont des fonctions qui ont des dérivées parfaitement dé-

finies jusqu'à Tordre n — i poura:.-=a et a; = è et où les fonctions

p^(^k ^ I , i>, . .
.

, /« = 2) ont pour les mêmes valeurs de x des dérivées

parfaitement définies respectivement jusqu'à l'ordre n — k — i, il

vient

n(V,, V„ . . ., V„) =V p,,, V(--i)(«) +2Q,,V(.-)(i) =
1=1 1=1

{k:=l,2, . . ., n),

où P^., et Qi, sont des coefficients parfaitement déterminés qui dé-

pendent des quantités a),,, [3^,. et des valeurs des fonctions p, />,, ...,

p„ f
et de leurs dérivées de divers ordres pour x = a et pour x = b.

En introduisant la désignation

Q.(/)="Vp,,/"-'>(«) + Vq,,/(-.)(/,) {A-=.,2, ...,«),
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nous convenons de direcjuc les conrlilions de la forme

C,(/) = V P,,/('-.) (a) + V Q,./(/-» (6) = o ( A- = I, 2, . .
.

, «),

dont nous désignerons Pensemble par C, sont adjoitilcs par rapport

aux conditions C. Pour chaque couple de fonctions U et V qui satisfont

respectivement aux conditions C et C le second membre / P(U, Y)

de la formule (35) s'annule identiquement. En ell'et, conformément

à la formule (35), on a

/^^^P(lNV)=/^'^^Vu,v„

où U, = U, U,= U''~"(« = 2, 3, . . ., //) et où les fonctions V,- sont

définies par les formules (37). Les fonctions U et V satisfaisant res-

pectivement aux conditions C et C, on a identiquement

C',(V)=r,(\„v„ ...,v„) = o \
'

d'où suit que les fonctions U, et V,(/= i, 2, ..., n) satisfont respec-

tivement à deux ensembles de conditions T et T' mutuellement

adjointes. On a donc

/ P(U, V)=/ Vu,V,= o.

i = i

1-4. Une fonction u = ']'(x') qui satisfait à Féquation ( 33) se nomme

une solulion di.stingucc de Vèqualion (33) par rapport aux- condi-

tions C, si cette fonction ne se réduit ])as identiquement à iéro et si

elle admet dans l'intervalle {a, b) des dérivées continues jusqu'à

l'ordre n. Pour que l'équation (33) admette par rapport aux condi-

tions C une solution distinguée, il faut et il suffit que le déterminant

de cette équation par rapport aux conditions C s'annule (').

( ') \N . Westfall, wc. cit.. ^ 7.
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Soient

h{lt) —/)«<"'+ /),(<(''-') -H. . .^ p„_ill' -hj>„ti

une expression difTérenlielle, où les fonctions p et /j/t(A" = i , 2, . . ., /<)

satisfont aux restrictions du n° 1 1 (
'

), et

M(o=(-.)"^+(-o"-'^^;;^+...+(-.)%^-t-A'«.'

l'expression adjointe correspondante. En désignant le déterminant de

l'équation LÇu) ^ o par rapport aux conditions C et le déterminant

de l'équation M(^v) = opar rapport aux conditions C respectivement

par D,. et DJ.,, rîous nous proposons de démontrer les propositions sui-

vantes :

a. Si l'rxpiTssion différnntielle L(m) a une fonction Çi^(.c, \) de

Grccn par rapport aux conditions C, Véquation M(i') = o n'a pas

de solution distinguée par rapport aux conditions adjointes C'.

h. Si l'expression adjointe M (' c) a unefonction H*^^ (./•, \) de Grecn

par rapport aux conditions adjointes C, Uéfiualion L(« ) = o n'a

pas de solution distinguée par rapport aux conditions C.

c. Le déterminant D^ de l'équation L(m)^o par rapport aux
conditions C et le déterminant D^' de l'équation M(t') = o par rap-

port aux conditions CI sont simultanément égaux à zéro ou diffé-

rents de zéro.

d. Pour que l'expression L(m) ait une fonction G' (^, ^) de Green

par rapport aux conditions C, il faut et il suffit que le détermi-

nant De de l'équation L(«) = o par iripport au.r conditions C soit

différent de zéro.

e. Si l'expi-ession L('/) a une fonction de Green G'(.r, ^) par

rapport aux conditions C, l'expression adjointe M {i')a une fonction

de Green H'(.'r, ?) pai- rapport aux conditions C qui est liée avec

la fonction G'^(x, \) au moyen de la relation

Soient /('') une fonction qui, en satisfaisant à l'équation M((') = o et

C) Nous ne considérerons dans la suile que des expressions dillérenlielles

linéaires qui satisfassent à ces restrictions.



Stili r,\ FONCTION riK r.REEN. <)-

aux conditions (;, aclincllc, dans rintcrvallc (a, //), // dérivi-es con-

tinues successives, el ; un nombre quelcon(|ue, pris dans le n)('Mnc inter-

valle. En posant dans la formule (35)

^/ = G«(.r. ;), v = y{x),

écrivons-la deux fois respectivement pour les intervalles (a,^ — e),

(c, -+- £, />), ajoutons les résultats et faisons tendre z vers zéro. Les fonc-

tions u et (' satisfont dans le cas considéré respectivement aux condi-

tions C et C, d'où suit l'identité

/:
P(», (OrrO.

On aura donc, en tenant compte de la discontinuité du terme ti'^"^'-pc

pour X ^^ dans le second membre,

ce qui démontre le théorème a. On démontre le théorème b d'une

manière analogue, en posant dans la formule (35)

où '•|/(j^) est une fonction qui, en satisfaisant à l'équation L(;/) = o et

aux conditions C, admet, dans l'intervalle (a, A), 11 dérivées succes-

sives continues.

Si le déterminant D^ est dilï'érent de zéro, l'expression L(// ) a, con-

formément à la formule (34), une fonction de Green G'^(x, l). L'équa-

tion M((') — o n'a donc pas, d'après le théorème a, de solution distin-

guée par rapport aux conditions adjointes C, d'où suit cjue le déter-

minant D^, n'est pas nul.

De même, l'hypothèse D', 7^ o entraine D,;^ o, ce rjui démontre le

théorème c.

Si l'expression L(w) a une fonction G" (.r, ;) de Green, l'équation

M(i ) = o n'a pas de solution distinguée par rapport aux conditions C'.

Le déterminant D'c est donc différent de zéro et, en vertu du théo-

Journ. de Matli. (6" série), tome \. — l'iisc. I,
i3
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renie c, le déterminant D,. est aussi diflV'rent de zéro. Réciproquement,

si le déterminant D, est différent de zéro, l'expression L(w) a la fonc-

tion G' (.r, ^) de Green, comme le montre la formule ( 34), d'où suit le

théorème d.

Si l'expression L(w) a une fonction G'(j;, ^) de Green, le détermi-

nant D,; est différent de zéro et, par suite, le déterminant D^ l'est aussi,

d'où suit l'existence de la fonction de Green H*^ (^r, ^) de l'expres-

sion M(t') par rapport aux conditions C. Posons dans la formule (35)

u = &{x,l), ('= H'-(.r,-/)),

^ et y] étant deux nombres quelconques, pris dans l'intervalle («, b).

Les fonctions u et f satisfont dans le cas considéré respectivement aux

conditions G et G', d'où suit l'identité

/ P(m,(') = o.

On aura donc, en remarquant que la fonction H*^ (a:-, yj) est égale à la

fonction de Green de l'équation M(r)=:o par rapport aux condi-

tions (]', divisée par ' — i)"p(x)^

o^ /
I

H'-(.r, Y)) L[GC(,r,;)]-GC(x, ç)M[HC(,<-, /))]; (/./•

^"-'Hr-'(./-,r,)
lim/ (_,)"-iG':(x,ç)/'{^-)-

du"-'

liiu/ H'\,r,ri)/j(„
f/''-'G«(x, t)

d'où suit

OU

ll'-(.r,;) = Gt:(4,,r) C).

lô. Soil 91 ; ) une loucliun continue. Les /i dérivées successives de

la fonction

/(') =
I

G'-(,r, :)ç(i)./i,

C) M. BôiiiiEK, loc. cil.
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OÙ G'' (a;, ^) est une fonction de Green de l'expression L(w) par rap-

port aux conditions C, s'expriment par les formules

J(t)0f£ {« = 1,2,

(38)

De même, /i dérivées successives de la fonction

F(.r)=y a^(x,0?a)^i =f G'-a,^)Hl)di,

où H*^ (x", ^) est une fonction de Green de l'expression adjointe M(i')

par rapport aux conditions adjointes G', sont données par les formules

'''rf'H'-'(a-,|

(39)

dl^ ^^-^^^ (.-=.,2,...,,*-.),

On démontre les formules (38) en partant immédiatement de la

définition de la fonction G'^(.r, ^) de Green ('); on peut aussi les

obtenir en s'appuyant sur les formules (i i) du n" o et sur les relations

du n° 1 1 :

d'GH-^,^.) ^ d'GJ„(u;i) , ^ G;,,^,(^,g)
(,- = ,,2,...,/.-.),

dx' dx' p{i) f'(i)

d"G'^(x,'^) _ dGJ,„{x,l) I

dx" dx p{^)
'

On démontre d'une manière analogue les formules (3c)), en ayant

en vue cjue le coefficient de v'"' dans l'expression M((') est égal à

(-i)V(a.).

16. Toujours en supposant le déterminant D,; différent de zéro,

nous nous proposons de démontrer les propositions suivantes.

(') W. Wesïfai.l, loc, cit.. ^ G.
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a. L'éqaalion linraire non /iomof;ène

L(/)=-9(x),

on s(.r) est une fonction continue, n'a qu'une seule solution par

rapport à f qui, en satisfaisant aux conditions C, admette, dans

t'inter\alle (a, h), n dérivées successives continues. Cette solution

est donnée par la formule (
'

)

(4o) /(')= f G^-{x,i)o{:^dl.

nécipruquement, une équation intégrale {^o) n'a de solution

continiic par rappoit à 9(H) que si la fonction f{x), en satisfai-

sant aux i-onditions C, a, dans Vintenalle (a, b), n dérivées succes-

sives continues. Uenscmble de ces conditions étant rempli, l'équa-

tion ( '|o) n'a qu'une seule ' ilution continue par rapport à o(^), qui

est donnée par la formule

?(;) = -L[/(;)].

h. De même. Vi'u^ualion lln'aire non homogène

M(F)=-9(.r)

n'a qu'une seule solution par /-apport à F qui, en satisfaisant aux

conditions adjointes C\ ad/ne/te, dans l'intervalle (a, l>), n dérivées

successives continues. Celte solution est donnée par la formule

rF{x)=
I

G^{E,j!)oa)d^.

Réciproquement, cette dernière formule, regai'dée comme une

équation intégrale, n'a de solution continue par rapport à cp(^)

que si la fonction F(a;), en satisfaisant aux conditions C, admet,

dans ri/itervalle(a, 6), n dérivées successives continues. L'ensemble

de ces conditions étant rempli, on n'a qu'une seule solution continue

par l'apport à o(^), qui est donnée par la formule

?(£)=- M [F(4)].

C) M. Bûcher, toc. cil.
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c. L'ensemble des valeurs du paramètre X,„, pour lesquelles

l'équation

L ( ca„i )
-'.- \,„ 0,1, = b

a une solution distinguée zi,„ par rapport aux conditions C, tout de

même que l'ensemble d<^s valeurs du paramètre X,„, pour lesquelles

l'équation
lVI(4;„,) + >,,„'^„, —

O

a une solution distinguée']^,„par rapport aux conditions adjointes C,
coïncide avec l'ensembie des autovaleurs du noyau G'(./-, ^). Les

ensembles de solutions distinguées cp,„ et ']^,„ coïncident respecti-

vement avec les ensembles des autofonctions en x et en ^ du même
noyau G''(x-, ^).

d. L'ensemble des valeurs du paramètre A„„ pour lesquelles le

système
L ( <t>„, ) + A,„ W„,= 0, M ( W,„ ) + A„, <I>„, = o

admet une solution distinguée, formée des fonctions *I>„, et W„,

qui satisfont respectivement aux conditions G et aux conditions

adjointes C, coïncide avec l'ensemble des autovaleurs du noyau

G' (j?, ^) correspondant aux autofonctions adjointes. Les ensembles

de solutions distinguées <!>,„ et W„, coïncident respectivement avec

les ensembles d'autofonctious adjointes en x et en \ du même
noyau G'^(.r, \).

e. Chaque fonction f{x) qui, en ayant n dérivées successives

continues dans l'intervalle (a, b), satisfait de plus aux conditions C
est développable en une séi-icabsoliiment et uniformément conver-

gente de la fornie

f{œ)-^^^,„{.v)j fa)^,„{l)dt,

procédant suivant les autofonclions adjointes en x du noyau

G^x.l).

De même, chaque fonction F(a7) qui, en ayant n dérivées succes-

sives continues dans l'intervalle (a, b), satisfait de plus aux condi-

tions adjointes C' est développable en une série absolument et uni-



102 E. BOUNITZKY,

forméincnt convergente de la forme

¥{x)^y^W,„{œ)
I'

fCi)W,„(l)dl,

procédant suivant les autofonctioits adjointes en H du noyau (t'(x-, \).

On pourrait envisager ces théorèmes comme les corollaires des théo-

rèmes correspondants des n°' 8, 9, 10, en remplaçant l'équation

L(/):=-^(^)
par le système

dx '^ ' dx J^
'

' dx '

h{f)^p^ +p, /,,+ ... + p„.,f, + p,,f=-^{x).

Mais une démonstration directe n'est pas moins simple. On obtient

la première partie du théorème a, si l'on vérifie au moyen des for-

mules (38) l'identité

[/' G'^{x,^)<fa,)di :— (f,(x),

en ayant en vue que la fonction G'^^r, H) même satisfait aux condi-

tions C et que la solution cherchée par rapport à f{^), en vertu de

l'hypothèse Dç^o, est nécessairement unique. L'équation

L(«) = [-L(/)],

où/{x) est une fonction qui a, dans l'intervalle (a, b), n dérivées suc-

cessives continues et qui satisfait aux conditions C, admet une solution

évidente u ^f(cc), ayant la même propriété d'admettre n dérivées

successives continues et de satisfaire aux conditions C. En exprimant

une telle solution, qui est d'ailleurs unique, au moyen de la for-

mule (4o), on a

/(.r)=y GHx,-i)]-L[/(i)][d^:,

d'où suit que la formule (4o), considérée comme équation intégrale,

est résolue en posant

9(0 = -L[/(^)]-
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Cette solution est la seule possible. En effet, on déduit de ( -]o), au

moyen des formules (38),

L[/{^)]=-?(^).

En tenant compte de Tidentité

on voit que le théorème b n'est qu'un cas spécial du théorème a. On
démontre le théorème c en cherchant, au moyen de la formule (40)5 des

solutions u, (• des équations non homofjènes

L(m) =—/.„, 'J„,, M(r)=;— >.„,>l;„,

cjui admettent, dans Tintervalle (a, b), n dérivées successives continues

et qui satisfassent respectivement aux conditions C et C, et en remar-

quant que ces solutions coïncident respectivement avec les solutions

distinguées o„, et i];,,,; pour achever la démonstration, il faut appliquer

les réciproques des théorèmes «, h aux équations intégrales homo-

gènes qui lient les autofonctions 9,,, et j^jn, l'autovaleur X,„ et le

noyau G*^(^a;, ^). On démontre de même le théorème r/ en partant des

équations non homogènes

L ( (0 = — A,„ ^''„, , INI ( c ) = - A„, «I>„,

.

Le théorème e se déduit d'un théorème de M. Schmidt ('), en re-

marquant qu'on peut toujours résoudre les équations intégrales

par rapport aux fonctions o(;), /_(E)) si l'ensemble de conditions indi-

qué dans le texte du théorème e est respectivement rempli par les

fonctions /{-k) et F(a?). Si la fonction de Green G'^{x, ?) est symé-

trique, les séries du théorème e se transforment en développements

procédant suivant les autofonctions cpmC'p) du noyau G' (./, H).

17. En supposant toujours que D, soit dilférenl de zéro, nous allons

(
'

) li. Schmidt, loc. cit.
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maintenant chercher les conditions qui sont nécessaires et suffisantes

pour que la fonction de (ireen G''(j:-, H) de l'expression donnée L(«),

dont les coefficients p, p^ satisfont aux restrictions du n" 1 1 , soit symé-

trique. A cet effet, nous démontrerons une proposition auxiliaire sui-

vante :

Si la fonction G'(j7,^) de Green de l'e.vpiwssion h(u) par irip-

port aux conditions (G est symétrique, les conditions C et les condi-

tionsC sont équivalentes, c est-à-dire chaque fonction qui satisfait

aux conditions G doit satisfaire aussi aux conditions C, et récipro-

quement.

En effet, soit /"(a^) une fonction qui ait n dérivées successives conti-

nues dans l'intervalle (a, b) et qui satisfasse aux conditions C. D'après

le théorème a du n° 16, on peut présenter la fonction f{x) sous la

forme

A^)=j' GC(.r,J)9(^)rf?,

où a'(^) est une fonction continue. On a donc aussi, en supposant que

la fonction G* (a?, H) soil symétrique.

/(,r)=y G<^(t:,:r)a>(^)rf?,

où la fonction G*(^, x), d'après le théorème e du n° 14, satisfait aux

conditions adjointes G', d'où suit (|ue la fonction /(.r) elle-même satisfait

aux conditions G'. On démontre d'une manière analogue qu'une fonc-

tion/(a;)qui a n dérivées successives continues dans l'intervalle (a, b)

et cjui satisfait aux conditions G' doit satisfaire aussi, dans l'hypothèse

de la symétrie de la fonction G* (x, ^), aux conditions G. Soit mainte-

nant f(/'e) une fonction quelconcjue qui satisfasse aux conditions G. En

nous appuyant sur la formule interpolatrice de Gauchy, construisons

un polynôme V(x) qui satisfasse aux équations

i F(a) =/(«), F(')(«)=/.0(a) i

Si la fonction G''{x, l) de Green est symétrique, la fonction V(x
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ayant n dérivées successives continues et satisfaisant, en vertu des

relations (4'), aux conditions C, doit satisfaire aux coudilions C, d'où

Ton déduit, en faisant de nouveau usage des formules (/|i), (|ac la

fonction /(./•) satisfait aussi aux conditions C. On déuioulre de même
que chaque fonction /(./;), satisfaisant aux conditions C, satisfait aussi

aux conditions C.

18. TiiÉoiiKME. — Pour que la fonction G'^{x,\) de Green de

l'expression L(m) pri/- /-apport aux conditions C soif symétrique, il

faut et il suj/it que l'expression L(u)soil aulo-adjoinle (') et que

les conditions C soient grecnienncs (-), c'est-à-dire telles que pour
chaque couple de fonctions u:=f, c := F, satisfaisant aux condi-

tions C, le second membre 1 P(,/, l'\) de la fornnde ('^i}) s'annule

identiquement.

Considérons une suite de fonctions /',(x-) (j = i, 2, ...,/? + i)

définies par les formules

fi{x) zzz (.r — a)" {x — b)"x'^^ (< =: i, 2, . . . , « +i).

Ces «4-1 fonctions, étant des polynômes de diverses puissances,

sont certainement linéairement indépendantes. Chacune des fonctions

fi{x) satisfaisant aux équations

/,(«) = o, /;(«) = o, /;(a), ..., /!«-"(a)=o,

Mb)=ro, /,'(6) = o, /Kb), ..., /y'-^>(b) = o

(«' = I, 2, . . . , /i H- l)

satisfait aussi aux conditions C. On peut donc, d'après le théorème a

du n° 16, présenter chaque fonction y,(x) sous la forme

(42) fi{x)=fQ^(.r/:.)'^,{l)dl (! = i, 2, . ..,« + !),

(') Nous dirons qu'une expression L(h) est aulo-adjoinle ou i/nersemeiit

auto-adjointe, si elle satisfait respectivement à l'identité

L{u) = M{it) ou L(u)=—M{u),

M(a) étant l'adjointe de L( m).

(-) W. Wkstfall, toc. cit., ^ 7.

Journ. de Math. ((;• série), tome V. — l'asc. I, 1909. ^'t
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OÙ l'on a

L[/,(.'-^]=-9,(^r) (/-^i,2, ...,« + ,).

Si la fonction de Green G'^f.r, H) est symétrique, on déduit de la

formule ( V-)

f,\x)= j
GC(ï,.r)(p(£)<yÇ ((• = 1,2, . ..,/n-i),

d'où suit, en vertu du théorème b du n" 16,

M[/,(.r)]=-cp,(.r) (( = 1,2, ...,« + I).

On a donc les identités

L[/,(.r)]-M[/,(^)] = o («=:i, 2, ...,« + .),

d'où résulte que l'équation linéaire

L(;/) — M(m) = o,

de l'ordre ii au plus, a « + i solutions linéairement indépendantes.

L'expression L"(m) — M(m) s'annule donc identiquement, d'où suit

que l'expression L(m) est auto-adjointe. Si la fonction G'^(^, ^) est

symétrique, chaque fonction F(a7), satisfaisant aux conditions C,

doit satisfaire aussi, d'après le théorème du n° 17, aux conditions

adjointes C. On voit donc que chaque couple de fonctions /(a?) et F (ar)

qui satisfont aux conditions C satisfont aussi respectivement aux

conditions C et aux conditions adjointes C'. Le second membre de

la formule (35) / P(/, F) s'annule donc identiquement pour ces

deux fonctions, d'où suit que les conditions C sont grccme/mcs. Ré-

ciproquement, si l'expression L(m) est auto-adjointe et si les condi-

tions C sont greenieimes, la fonction de Green G'^{x^\) est symé-

trique, comme l'a démontré M. Westfall, en faisant usage de la for-

mule de Green (').

Au moyen de raisonnements analogues on démontre la proposition

suivante :

Pour que la fonction de Green G^{x,\) soit gauche symétrique,

{') W. WliSTFAI.L. loc. cil., § 9.
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il faut et il sujfit que l'expression L(;i) soil inversemenl aulo-

adjointe et que les conditions C soient greeniennes (').

L'ordre crime expression L(«) auto-adjointe est toujours pair, d'où

suit qu'une fonction [G*'(.r, ^)]o„,+, de Green d'une expression diffé-

rentielle linéaire Lo,,,^, (;/) d'un ordre impair 'ini -\- i par rapport aux

conditions C quelconques (avec une seule restriction de Dc^ o) n'est

pas symétrique. De même, en posant dans les formules du n° Jl

n =: i?n -i- I
, /j = I , on trouve une fonction

GI„,.,,,(.r,t) = [G'^(,r,ç)]„„^,

de Green avec deux indices différents qui n'est pas symétrique.

19. On sait que la forme générale d'une expression diiï'érenliellc

linéaire auto-adjointe est

^^( « ) = ^y^ (/;«'"") -h ^:fp^iPi «""-") H- . .
.
-t- -^Sl'm-, "'

) -H P,„ u,

l'ordre n de l'expression étant toujours égal à un nombre pair ini. ()u

peut démontrer qu'il y a en général

=z m{2 in — I
)

relations nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coef-

ficients X/^i, (3(t,-
des conditions C pour que ces conditions soient gree-

niennes par rapport à l'expression auto-adjointe L(m) donnée. En
effet, le second membre de la formule de Green est formé dans le cas

considéré par l'ensemble de termes sous le signe de substitution qu'on

trouve en intégrant par parties l'expression

'—T-7, ^"f {Po= I>)

jusqu'à obtenir sous le signe d'intégration l'expression

E«

(') A\'. WiîSTFALL, toc. ci/., ^ S. — Il reste à démontrer que ces condilions

sont nécessaires pour que la fonction de Green soil gauclie symétrique.
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En intégranl par parties le ternie général de la somme

/
2''

—

iF^
— ^•''

«y„ A- =

on aura, en écrivant, pour abréger, q au lieu deyj,„_^,

[,=k-\

1 =

' = *-! n
,,

h:dx'^' '
\ .1 d.r''

d'où suit, en écrivant la somme

1 =

dans l'ordre inverse,

;=A-1

( =

OÙ les indices a, ^ parcourent certaines valeurs entières parfaitement

définies, comprises entre o et ik — i, les coefficients ()« p étant des

fonctions parfaitement déterminées, linéaires en q{-i') et en ses déri-

vées jusqu'à l'ordre 2/1 — i. On voit donc que le second membre de

la formule de (ireen a dans le cas considéré la forme

(43) /"'"'^Q,.^,(,,(r)„(.)_,,(,<)„(r))^

OÙ les Q,.j sont des fonctions connues, linéaires enp, p,, . -, p,„-, et en



SUR LA. FONCTION DE GREEN. IO()

ses dérivées (de Tordre im — i au plus), et où les indices /•, s par-

courent certaines comI)inaisons déterminées de deux à deux, formées

des nombres o, i, .. ., iii> — i. Nous avons vu à la fin du n" 6 que

les conditions aux limites C peuvent se mettre toujours sous la

forme

(4'.)

-"(a)

2^ «vjv. ?<'''""(«) + ^3vtv, ?<'"•>



BOUNITZKY.

leurs dérivées, et où les indices p, a prennent des valeurs entières, com-

prises entre i et 2//, dans des combinaisons parfaitement déterminées.

S'il y a dans la somme (46) des termes dont tous les deux indices p

et (T surpassent «, nous les laissons sans aucune transformation. Si l'un

des deux indices p, a, par exemple p, surpasse «, on aura, d'après les

formules (45),

=^ I^p. cr
c„ { =p .r„+, — Vp j;„_H,)-

/= 1

Si l'on a p <! « et G" <; /^ les mêmes formules (45) nous donnent

=^ K.p^,(Cp),Ca[j.— Ca>,Cp|jL) (;«V, J'„+[i— =«+!J. /«+),),

où les indices X, u. forment toutes les — combinaisons possibles

des nombres i, 2, . .., // deux à deux. En transformant de cette ma-

nière l'expression (4^), elle prend la forme

(4;) yjx^iz^^-.yn^u.- -,,+^r.vJ,

X.\>.

où les indices \, li. forment aussi toutes les combinaisons pos-

sibles des nombres i, 2, ..., /< deux à deux, et où les facteurs T),^

sont des fonctions linéaires des expressions Cp,-, c^i ou Cp^c^ji — 'V(j.''piJ.j

les coefficients de ces expressions étant linéaires par rapport aux va-

leurs aux limites des fonctions/?, p^ et de leurs dérivées. Pour que les

conditions C soient grceiiicnnes, il faut et il suffit dans le cas con-

sidéré que l'expression (47) s'annule identiquement, quelles que soient

les valeurs des -„+>, /„+>. (X = i, 2, . . ., n).

Les relations chercbées sont donc

T),,ji=o (^ jz= fjL; X — I, 2, . . ., «
;

(ji = I, 2, . . ., «)'
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leur nombre étant égal, en général, à
" = m(-2i)t— i). On peut

trouver la fornie définitive de ces relations pour chaque type des con-

ditions (-14)) ces types n'étant d'ailleurs qu'en nombre fini pour une

valeur de n = 2.m donnée.

Exemple I. — Examinons par rapport à l'expression auto-adjointe

d'{pu") d{qu')

du quatrième ordre les conditions aux limites de la forme

Ca.(/)^=/:^-'>(«) + [3,,,/{6) + ^,.,J"{b) + 13,3 /"(6) + p,, /'"{/.) =
(A-— I, 2, 3,4);

On a dans ce cas

V{ii, (') = /)(('</"— (/('"'— ('(/"+ «'('") -t-yj' ((•«"— iiv") + //{vu' — iiv').

En faisant les calculs indiqués plus haut, on trouve les relations

T„.=„*,.,„„,[Q;)-(;;)j-„vo(;;)-„(«,(::)=o,

T,..=,,*,^„„,[(-)-(';)]-„H„)(;;)-,(.)(:;)=o,

T,,=f(»,H-p,»[(j;;)-(;^)J-,/„)(;;)-,(.)(;;)=o,

T...=,HM-f(«)[(j;)-(;^)J+,''(»)(;;)+?(»)(;j)=o.

,(»)[^3,V(m)]-'''<«>(;4)-'*«)(:4;

où les symboles ( j. désignent les déterminants du second oi'dre,

formés par l'intersection des /''""' et v'™'" ligne avec les /c"'"^'^ et [j.
"''"'' co-

lonnes du Tableau

Pu P,. |3,3 Pu

p-n P.. P.3 P-n

Psi p32 p33 Psi

Pu P»2 pu Pu
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Nous avons ainsi trouvé six relations auxquelles doivent satisfaire

les coefficients des conditions C de la forme considérée, pour cjue ces

conditions soient greeniennés par rapporta l'expression auto-adjointe

donnée L.,(«/) du quatrième ordre ou, ce qui est la même chose, pour

que la fonction de Green G'^-{x, E) correspondante (dans l'hypothèse

de D,;^ o) soit symétrique (').

Exemple II. — Considérons maintenant par rapport à l'expression

auto-adjointe
d

du second ordre les conditions C linéaires homogènes d'une forme

générale
C,{f)-t,f{a) + l,f\a)-i-t,fib) + t,f'{h) = o,

Cj(/) = T,/(n)+T2/'(«)+T3/(^) + ';/'(^) = o,

OÙ /,, T, (î = 1,2,3, 4) sont des constantes données (nous remplaçons

les coefficients a/„, [3/,,, pour simplifier les notations, par /,, t,; de plus,

(') On peut irouver sans peine des cas où ces relations sonl efleclivemenl

satisfaites. Par exemple, en posant

si l'on a

ces relations se réduisent aux quatre suivantes :

9(/y)-7(a)PH(3.22=o, //(6)— //(«)(3„[333= o,

p{b)—p{a)^u^ii= o, p[b) — /;(rt);3o,(333=o.

On y satisfera toujours par des valeurs réelles des (3,,, si les produits/>(«)/>'(6)'7(6)

e\. p{b) j/ {a) (j{a) sont simultanément positifs ou négatifs. Si l'on a

p(a)^p{ù), p\a)r=p'{b), q{a) = ,j{b\

on satisfait aux quatre relations, indiquées plus haut, en posant

pii=i ((= I, 2, 3, 4).

Ce cas a été considéré par A. Myiler dans son travail {Gewuluiliclte Differen-

tialgleichitngen liohei er Ordnung in i/irer Bezichiing zii dcii Iiitegralglei-

chiingen. inaugural Dissertation, Gottingen, 1906).
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nous supposons, coniinc toujours, que les conditions C, et, C. sont

indépendantes ). Dans le cas considéré on a

P(m, l>) :=z p{i-ll' — liv').

En posant, pour abréger,

t,z^.~t/,z,=:7Â- {i^k; « — 1,2,3,4; A —1,2, 3, 4),

considérons deux fonctions u et v cjui satisfassent aux conditions C, , C..

On aura

(
/, Il (a) + l, i,'{a) — ~ t., il(b) — t:, u\b), <, i'(ff) + <2 •'(«) = — ':, i'(^')-<i (''(6),

1 -i"(«) + -2"'("l = — -."(6) -7i ?/'(/>), r, r(ff) + '2i''(«)=;— 73r(^) — T., i''(6).

Si le déterminant 12 = <, Tj — ïoT, est différent de zéro, on a, en

résolvant les équations (48) par rapport à «(a), u'(a), r(a), t'( «) et

en substituant les valeurs trouvées dans l'expression / p(vu'— ;?r'),

Dans le cas de 12 ^ o, les quantités u{b), u{b)^ ''(^')' ^''(^) peuvent

prendre dans les formules (IS) des valeurs tout à fait arbitraires [par

exemple, y'{b) = u' {b) = i, ii{b) = v'{b) = o], d'où suit que dans ce

cas, pour cjue les conditions C,, C;, soient grceniennes par rapport à

l'expression La(«), il faut et il suffit que les coefficients /,, t, de ces

conditions satisfassent à la relation

(49) ripib) — 34p(«) :=(^T.,-- /.,z,)/j{Ij) — {(,7^— tiZ3)p{a) =10.

On trouve le même résultat dans le cas de 34 7^ o. Si l'on a

12 = 34 = o, la relation est remplie et les conditions C,, Co sont aussi

greeniennes. En effet, en tenant compte de l'équation 12 = 0, le sys-

tème (4^) nous donne

(5o)
32 «(6) H- 42 "'(A) ^ o, i3 «(Z*j + i4 "'(^) ^ o,

32 r{è) + 42 f'i'') =^0, i3 i'(A) + i4 i-'(6) =0.

Le déterminant K-{b)ii'{b) — n(b)v'{b) des systèmes (^So) doit

Joiirn. (le Mal/i. (6' sc-iif ;, tuiiie V.— Kusc. I. lynç). U
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s'annuler. En effet, si l'on a

i'{b)u'(b) — ii(b)i'' b)^o,

les équations (5o) nous donnent

32 rr: !yî ^ l3 ^ l4 =: O,

et, de plus,

12 = 34 =: O.

Donc tous les déterminants de la matrice

/, ^ I3 l;

"1 "2 ^î T4

du second ordre s'annulent et les conditions C,, C^ ne sont pas indé-

pendantes. On démontre de même, en s'appuyant sur l'équation 34 ^ o,

l'égalité

('(a) II' (a) — u(a) t''(a) = 0,

d'où suit

/'=*
/ p{\'u — uv ) = o.

Nous avons donc démontré les propositions suivantes :

a. l'ourque les conditions aux limites C,, Cj .yo/e/*/ grecniennes

pai- rapport à l'expression auto-adjointe du second ordre donnée

L2(m), il faut et il suffit que les coefficients de ces conditions rem-

plissent la relation (49)-

h. Pour que l'expression L^(w) du second ordre ail une fonc-

tion G*(.r, ^) de Green par rapport aux conditions G,, Co symé-

triques, ilfaut et il suffit {dans l'hypothèse de D^ ^ o) que l'expi-es-

sion \^.j,(^u) soit auto-adjointe et que les coefficients des condi-

tions C,, Cj satisfassent à la relation (49)-

20. 11 n'est pas sans intérêt de voir qu'on peut retrouver la rela-

tion (49) immédiatement en partant de l'expression de la fonction de

Green, construite pour l'expression auto-adjointe \^2{u) du second

ordre par rapport aux conditions G,, G^ au moyen de la formule (34)

du n" 11. En écrivant dans ce cas, pour abréger, D au lieu de Dg et
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en conservant, du reste, les notations des n"" 5 et 11, on aura

11^ 11^ C,{iit) C^{Ui) [

oùo, suivant la propriété connue de l'équation auto-adjointe Lo(^i/) = o,

est une constante.

On a donc

QC(^. -^_ [D.(/>^W'i(;)-D.(^0'/.(£)]», (^) + [D.(^'2) ^/. (4)- D2('^'^"2(;)1 '/.(?•)

' ^ Do

PC/ .,_ [-D|(^a)»i(i')-4-D,(^/i)».,(c)]f/,(x) + [-D,(ff2)</i(;) + D,(^7i)//,(;)l»,(.r)

d'où

Pt/v , _ [- D,(«2) », (^) - D,(a3) luADA 'ixJx-) -V [D, (^n) »|(g) + \i^(ai) ?r,(L')1 »,(x)

(^• = ç),

, ,, _ [D,(62) ».(?) + D,(<'2)»,(g)] ;/.(.r) + [-D,( ^i)^/i(;)-D,( /;!)»,(-: )1f/o(.r)

Pour que la condition de symétrie

soit remplie, il faut et il suffit qu'on ait pour des valeurs arbitraires

de a; et I (ces valeurs ne sont restreintes que i)ar les inégalités respec-

tives ar^^) ^ = ?)j prises dans l'intervalle (a, h), les identités

[D,(62)«,(t)-D,(^,i) //,(£)] ",(./)

+ [ D,(ft2)«,(£)-D,(6 !)«,(;)] (/,(..)

= [-D,(«2)«,(0-D2(a2) //,(?)] «,(.r)

-+-[ D, (« i)«,(£)-t-D2(ai )«,(?)] "îC^).

[-D,(«2)/.,(^)+D,(ai)('2(ii)]".(-i-)

-hl-D,(«r3)«.(ï)-f-D,(ai)/r,(|)]z/,(x)

:= L
D,(i<2)«,(f) + D,(62) «,(;)] ".(^O

-t- [- D, ( A I ) ,/, (4) - D^C^» 1 ) '',(0] "^C-^)-
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En vertu de l'indépendance linéaire des intégrales u,(x) et u.,(x)

de l'équation h^Çu) = o, ces identités ne sont possibles que si l'on a

D,(Z>2)=-D,(a2). — D,(/n) -D,(ai),

D,(6i)= D.,(a2). D,(62) = D,(ai).

De ces quatre relations les deux premières sont satisfaites identique-

ment, et les deux dernières sont équivalentes; en effet, on obtient l'une

d'elles en retranchant l'autre de l'identité D = D. Il ne reste donc

qu'une relation nécessaire et suffisante

D2(a2) = D,(6i).

En faisant les calculs dans les deux membres, on trouve successi-

vement

I

C„,(«,) -t-C/„(«,) C^,((/,)
I

_
I

Ci,(«,) C<„(«2) -t-C/,,(//2)
I

I

G„,(^/,)-hC,„(,/,) C,,(i>,) |~| C,,(;/,) Car{i<,)+Co^{ii,) [

I

Q<i("i) C/,i(ii.) \\ CaAiii) C„, ((/.,)
I

ou, en vertu de l'identité p(a)l{a) ^ p{l>) l(l>) = o,

ce qui coïncide avec la relation (49)'

21. Jusqu'ici nous avons étudié les propriétés de la fonction de

Green G^(a7, ^), en supposant que le déterminant D^ (resp. D) est

différent de zéro. Nous nous proposons de démontrer qu'on peut tou-

jours construire, dans le cas où le déterminant D de l'expression auto-

adjointe Lo(?/) du second ordre par rapport aux conditions C,, C^

s'annule, une fonction de Green correspondante généralisée ('), si

ces conditions sont gt-eenie/incs ou, ce qui est la même chose, si l'équa-

tion (/19) est remplie.

(' ) D. HiLBERT, /oc. cit., Greensc/ie Ftinclion in erweilerleni sinne, p. 219-

238.
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En effet, si le déterminant D s'annule, l'équation

a, par rapport aux conditions C,, Cj, une solution distinguée \i„(x).

Supposons d'abord que les intégrales de l'équation

ne satisfassent pas toutes aux conditions C,, C^. Prenons dans ce cas

pour le système fondamental l'intégrale 'j'o('^) et une autre intégrale

quelconque linéairement-indépendante Uo(x) de l'équation

Lj(?;) =r O,

et construisons une solution particulière w{x) de l'équation

(5l) L,(>,)^pa)^\>o{OM^•)

En posant

w{.x) = ^{x)'\>{x) -4-v(.r)//o(.r).

en appliquant la méthode de variation des constantes et en tenant

compte des relations

p{x) i{j,) =pa)^a)=§,
on aura

(ijJ-i-r) _ _ /->(ç)'J>o(ç)'%(-r)"o(~g)

d.v /> ( jr ) A ( X )

d'où vient, en prenant x ^^ a pour la limite inférieure d'intégration,

En introduisant la désignation

/ i!;„(j:)//„(.r)rfx = I,
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et en supposant, pour simplifier les calculs, que la fonction '|„(./') satis-

fasse à la relation

/ ['l^,{.r)Ydj- = i,

ce qu'on peut toujours atteindre, en multipliant 'j'o(^) par un facteur

convenable, on aura

,v(a)=o. „,(6) =-|i|l[+o(6)I-„„(6)],

»•'(«) = 0, „/(6)=-|i|^[4.;(i)l-<(6)].

Construisons maintenant pour l'équation (5i) une solution />/7/zc«-

pale y(x, ^), c'est-à-dire une solution qui admette dans les inter- .

valles (a, ^) et (^, b) deux dérivées successives continues et qui satis-

fasse de plus à la condition

£ = n
I / dj- I dx J

L'intégrale générale de l'équation (5i) est

w{x) -t- "(a-),

où a(x')esl l'intégrale générale de l'équation homogène

L,{f/) =o.

On trouve donc, en construisant d'abord une solution principale de

l'équation

au moyen de formules analogues à celles du n" 2, que la solution

principale "^{x, \) s'exprime par les formules

y{x,l) = {m^^li)'h„{œ) + {m.+ l,)iif,{.r)-\- w{.r) (j-fç),

y{x,'i)= m^•\l^{x)+ m,iio(x) + iv(x) {x>^J,

OÙ

i --'MM I -'Mïï
A(t:)'

'-
\a)'

et où m, et m., sont des quantités arbitraires, indépendantes de j;. Cher-

chons maintenant à déterminer les coefficients m,, ni.^ de manière que
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la solution principale y(jc, ?) satisfasse au\ conditions C,, C^. En re-

marquant que la fonction '-poC-^) satisfait, par hypothèse, aux relations

on aura

C,[y(a?)] - w, C,('h,) + /«,C,(//„) + /, r,,„(.I,o) + G,(nO

= «î,C,(«„)+/,C„,(<J;<,)-+-4C,,(«„)-/,CM(J>„)-t:/XM(«„) = o

ou

(52) (w,+ /,)C,(«o) + (/,+ 4I)C,„(.l;o)=0

et, d'une manière analogue,

(53) ('«2+ '2) C2(//(,) + (/,-H /ol) C„,(4;o) = 0.

Les équations (02) et (53) ne peuvent être compatibles que si la

condition

,, , ,J Ca,(4'„) c,(./„)
I

( L-\- 1,1)
\ h= o

^ ' 1C„,(.%) €..(«,,)
I

est remplie. En remarquant que, les conditions C,, C, étant gree-

niennes, la formule (49) ^ lieu, on aura, en tenant compte des rela-

tions
C, (^„) =C,, (4.0 ) + Cm (<]/„) =0,

Cj(^o) = C,,(.|„) + C,,(4>„)=o, p{a)^{a)^p(0)^(,ù)=o,

I

C„,(|„) C,(f/„) r I
G„,(J^o) C«,(//o) + C,,(«„)

I

~|c„,(']'o), a,(«„) l^^l c,,(^„) C/,,{"o)\

_|G„,(4/„)' C„,(«„)
I

I

Cm(>J^„) G„("o)
I

^la,(i);„) Ca,("o)\ \C,,('1„) Cl„("o)\

= (t,z,_- t.Ti) ^(a) ^ {i,z,- t,z,) l(b)

p(a)p{b
[{t,z,-t-2Zt)p(b)— (hr,-t,z,)p(a)]= o.

On voit donc que dans le cas de conditions C,, C^ grecnicimes la

condition de compalihiiité des équations (32) et (53) est toujours

satisfaite. D'autre part, suivant notre hypothèse que les intégrales de

l'équation L„(?/) = o ne satisfont pas toutes aux conditions C,, C,,
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l'une des quantités C|(?/„\ C<,(iit) doit être différente de zéro. En
effet, dans le cas contraire, l'intégrale générale k, '.];„ -h /»., w„ de l'équa-

tion L2(m) = o (k, et /fj étant des constantes arbitraires) satisferait

aux mêmes conditions C,, Cj. On voit donc que les équations (32) et

(53) ont dans le cas considéré une solution parfaitement déterminée

par rapport à /u., ('). On peut donc construire une solution principale

de l'équation (rii) qui satisfasse aux conditions C,, C^ et qui renferme

de plus un paramètre arbitraire ut
,
que nous déterminerons de manière

à satisfaire à l'équation

ce qui est toujours possible. Désignant une telle solution principale de

l'équation (5i)qui satisfasse à l'ensemble de toutes les conditions indi-

quées plus haut par y, (x, ^) et en la divisant par p(l), on obtient une

fonction

qui est dite fonction généralisée de Green de l'expression L^C") P^r

rapport aux conditions C,, C,.

Supposons maintenant que toutes les intégrales de l'écpialion

Lo(m) = o satisfassent aux conditions G,, Go. Dans ce cas la rela-

tion (49) est toujours remplie et les conditions G,, C, sont, par suite,

greeniennes par rapport à l'expression L.,(u). En effet, en désignant

par M,, «2 deux intégrales indépendantes de l'équation L2(;/) = o, on

a, en vertu des formules 0^(11.,) = o, Ci(iu) = o,

d'où l'on déduit, comme nous l'avons vu plus haut, au moyen des

(
'
) L'expression

ne pouvant s'annuler identiquement, car les fonctions Uo{t,) et d>o(0 sont linéai-

rement indépendantes, on voit que la relation (49) est même nécessaire pour

l'existence de la l'onction de Green généralisée dans le cas considéré.
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relations

C,(?/|) = o, C,(»,)=o,

r(''qualion (49)- Prenons pour le système fondamental deux solu-

tions |,(;k) et lo(.z) de Féquation LoC" ) = o qui satisfassent aux con-

ditions d'orthogonalité, c'est-à-dire aux relations

..'' r,l' />'

^
[J>,(.r)]2rf^- = i.

^
[J;,(x)]-rAr = i, / ''^x{x)'i^.,{x) dx = o.

On construit aisément ces solutions '{'((-f), '|'2(-^)) <în partant d'un

système fondamental quelconque ('). Nous nous proposons mainte-

nant de trouver une solution particulière w{x) de l'équation

(54) i>((')=/j(;)['i.(i:)J>.(-'-) + 'i2(i)^-2(^-)].

En posant

w{x) = i^{x)'\,{x) + -J(x)<h,{x).

en appliquant la méthode de variation des constantes et en tenant

compte de la relation

on aura

dx p{x)A(x)

M'ç)

àH-v) _ ['}.(^')'^i(.'-) + ^2(c:)'}.(.r)]'l^.(.r)

dx ~
_

\Cl)

d'où vient, en "prenant x = a pour la limite inférieure d'intégration,

«•(^)=^| U-^)j [J>.(;)'i',(^) + ^2(ç)f,(.c)]J.,(.r)^-^-

En tenant compte des relations d'orthogonalité auxquelles satisfont

(') li. ScilJllDT, /oc. cit.. J 3.

Journ. de Matli. ( C' strie), toiiit V. — lds( . 1. irjorj. i6
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les fonctions '\i,(x), •|'2(./;), on trouve

"(«) =o,
iv'(a) = o,

En désignant par yi-'S ^) uric solution principale de Téquation (54),

on aura

y(d;,ç)= /M,d/,(^)-i- m2f,(,r) + .v(x) (^^0>

OÙ

/ -^hSil I -Mil

et où m,, /«„ sont des quantités arbitraires. On démontre aisément

que la solution principale ^({x^'i) satisfait aux conditions C,, Cj,

quelles que soient les valeurs des constantes w,, /;?.. En effet, en ayant

en vue les relations

0,(^1^,) = C,(.J;,) = Q(^2)=C,(^,) = o,

on trouve

C>[y(^,c:)] = /»,C,(d;,) + '«2C,(^,) + /,C,„(^,)

+ 4C,,(^,)+ G,(u')

= /, C,,(il;,) + 4 C,,(f,) + /, Ci,(4>,)

+ /,Cm(|2) = /i C,(|.) + '2 C,(tl;,) = o

et, d'une manière analogue,

Déterminant les quantités /»,, m.^ de manière à satisfaire aux équa-

tions

ce qui est toujours possible, désignons maintenant la solution princi-

pale qui correspond à ces valeurs de m, et rn^ par y^I-^', ?) et divi-
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sons-la par /?(ç). On obtient ainsi une fonction

qu'on désigne de même comme fonction do Grccn généralisée de

l'expression Lo(?<) auto-adjointe par rapport aux conditions C,, C^.

Exemple. — L'expression différenlielle auto-adjointe

I / ^
''""

l,i(U)-= -p-r 4- T.- Il

(Lr-

n'a pas de fonction de Green dans le sens ordinaire du mot par rap-

port aux conditions

<:.(/) =/(>)-/(- = o, c,(/) =/'(i) -/'(- .) = o,

parce que les deux solutions indépendantes sin-a; et cos-,r de l'équa-

tion

d.r
- -hr.^ii—o

satisfont à ces conditions. En faisant les calculs indiqués plus haut,

on aura

sin77(.r — c) I . , .1
G^-(x, £) = ^

\
(.r — £) sinT:(j- — î) + -—-cos 7r(.r — ç)-' 2- 37T '4 7:-

GÇ(^.;-)=!i!liiiiZl£i _H _L(,,. _.--,, in ,;(.,. _,-) + J_cos7:(.r-;)
2 77 ' 7T /| TT-

Les fonctions de (îreen Li\(.ij, E) et G!, ( .^'j ^) généralisées (jue nous

venons de construire sont symétriques, comme ou le démontre aisé-

ment au moyen de la formule de (ireeu (
' ). Ces fonctions généralisées

de Green jouent un nMe analogue à celui de la fonction de Green

G^(x, i) dans le cas de D didërcnt de zéro. En faisant usage des théo-

(') D. Ihl.BEKI', /oc. cil.. |1. 220. — W. WnSTFALL, loC. cU.. ,!^ 9.
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rèmes correspondants de MM. Hilbert et Westfall ('), on peut ré-

sumer cette analogie dans les propositions suivantes :

a. Soif L.(a) une expression auto-adjointe du second oindre.

Ucuseniblc des valeurs du paramètre X,„, pour lesquelles l'équation

L.^{'j,„) -+ A,„ (f)i„=z o

adiarl par rapport à o,„ une solution distinguée, satisfaisant au.r

conditions greeniennes C,, Co données, coïncide, dans le cas oii le

déterminant D de l'expression L,(u) par rapport à ces conditions

s'annule, avec l'ensemble des autovaleurs du noyau G" (j;, ^) [ou

éventuellement Gl{x, ^)\, abstraction faite de la valeurA,„= o. L'en-

semble des solutions distinguées correspondantes 9,,, ( en excluant

de nouveau le cas de\„=o) coïncide avec l'ensemble des auto-

fonctions du noyau G^(.r, E) \ou Vk,(x^ ^)J.

b. Si l'équation ^^.^{u) = o n'a qu'une seule intégrale (définie

jusqu'à un facteur constant prés) satisfaisant aux conditions gree-

niennes C,, Co données, chaque fonction f(x) qui, en satisfaisant

aux mêmes conditions, a dans l'inlei-valle (a, b) deux dérivées suc-

cessives continues est développablc en un/' série absolument et uni-

formément convergente de la forme

/(^;) = yo,(.r)^ /(H)?v(i)^4-

OÙ o,(x) est une solution distinguée {orthogonalement réglée) de

l'équation \^2{u) = o pai- rapport aux conditions G,, Go, etoù cp^C^jï

<p3(a?), . . .forment l'ensemble des autofonctions de la fonction gé-

néralisée G^(x', ^) de Green, prise comme le noyau d'une équation

intégi-ale de la deuxième espèce.

c. Si toutes les solutions de l'équation \^..(u) = o satisfont aux
conditions G,, G2 greeniennes données, chaque fonction f{x) qui,

en satisfaisant aux mêmes conditions, a dans l'intervalle (a, b)

deux dérivées successives continues est développablc en une série

(') D. Hilbert, toc, cit., p. 280, — W. Westfall, toc. cit., § 9.
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absolument et uitlforinémetit convergente de lafoiint

/(^)=r2]?v(-l-)j /(i)?v{i)^;-

oh s, (ic), ^^{x) forment un système orthogonal de solutions distin-

guées de l'équation \^i{u) = o par rapport aux conditions C,, Co,

^^(x), ^.i(x), ... étant l'ensemble des autofonctions du noyau





LES DERIVEES DU POTEÎNTIEL LOGARITHMIQUE.

Les dérivées preniVcres et secondes

du potentiel logarithmique ;

Par 31. HEIVRIK PETRIIVI.

CHAPITRE I.

LA DÉRIVÉE SECONDE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE d'uNE SURFACE PLANE.

1. Le potentiel logarithmique et sa dérivée première. — Soit p

une fonction finie et intégrable des coordonnées d'un point Q situé dans

le plan considéré. Nous définirons le potentiel logarithmique Y d'une

portion finie du plan pour un point P., (,/;, j') du plan par la formule

(I) V(j.-,/)= / pl0g-!;f/ll^,

on X e\. y sont les coordonnées rectangulaires du point P„ et où dw est

l'élément de surface au point Q; /'est la distance P„Q et l'intégration

s'étend sur tous les éléments de l'aire considérée qui est supposée finie.

Si le point P„ est situé à l'extérieur de cette aire, la fonction V, ainsi

que toutes ses dérivées, est finie. Pour un point intérieur il suffit

d'étudier la partie du potentiel qui se rapporte à un petit cercle dont

le centre est en ce point l'„. Soit a le rayon de ce cercle, et prenons le

point P„ peur origine d'un système de coordonnées polaires (/•, v)--,

donc nous aurons

'=i""*i"'
(2) V=j d,'j p(r,r)-rdr;

d'où il suit que la fonction V est toujours/inie et continue.

Journ. de Math. (6° série), tome V. — Kasc. Il, igoy. I7
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Soit maintenant V^, la valeur du potentiel logarithmi(|ue en un

point P voisin de P„; nous aurons

['^'=r'"{''<'-"

(3)
\ R = PQ = \/7^^rT/7i^77^r7^,

h E^PoP,

w, =cos(PoP, PoQ),

(4)

Posons

(5)

/• = /it.

1 r'" r'' t

q ^ \J
t- — 2 <(/, 4- I .

Soit «• une constante > i. Pour l~^w nous trouverons, en dévelop-

pant,

(6) log i = ifl + -L p, limP finie,

(7) ..j^i\/,-\) = /i

I
de p(ht,v)\og-td(

,•.271 „u „-2r^ _Â 7

+ ^ H, (A-
j

pdr + /, / c/r / pP -^

dl

La quantité V/, — Y étant toujours finie pour toutes les valeurs de //,

quelle que soit la fonction p, le premier terme du second membre de

Tégalité (7) est fini quelle que soit p,

lim / dv
I

p(/il, v)los-ldt

est finie, parce que h n'entre dans cette quantité que dans la fonction p.

Le second terme est toujours fini. Enfin le troisième terme peut
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2(J

( p P ),„ (''lanl une valeur iiioyoïiiiL' de pi'. Far suite, la liiuile pour // = o

de ce lerme est zéro. En passant à la limite pour liui // ^ o ré([ua-

tion (7) se réduit à

t/s, étant un élément pris dans la direction de P„P. Léquatiou (8)

montre que la dérivée -y- est toujours finie. Nous disons aussi que la

dérivée première est toujours continue. En effet, soient Vy^ le poten-

tiel logarithmique au point P, P„P = //, et^/.S2 un élément quelconque.

De l'équation (8) nous tirons \<-f. équation (3)]

rfV,, r ^ r-^ /•" ru,- In: .

à-h J ^ 0.1, J J '

H-=

1 «, := COs(/'. (ISt ).

I //„=: COS(r. (ISn),

C =: COs(fA-,, c/.«2)-

ds, élant un élément pris dans la direction de P„ P. Posons

r = /i<,

'
1 , 'A'/, â\'\ i'-~

,
/•''

, U-u,— tc \,

'

7 =: \/<* — 2 tu
I
-H I .

j'.n (le\ i'|()[)paiil
, nous Irouveions pour l^ i

I \
'""> — 'c 9.11,1/, — c I ^, ,. r, . .

(il) -—, (/,= -^
1

P'. limPdiiie:
'/

'
t l- ,^«
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par suite, nous pourrons écrire

I I
,
()V,, d\

h \ d.s„ ()S.
= K/,-)- L/,.

(12)

L/, — / dv i p(/it,v)(
"'~

'' —II,

0' log

ds, i)s>

diV.

-fd.f\v''^-f\.u,u,--c)d.f\^,

où u- est une constante > i mais <^ j-> et où l'intégration par rapport

à dKv s'étend sur toute Taire considérée, excepté un cercle de rayon li

dont le centre se trouve au point P„. On peut écrire

K,,= 27r[(2«i«,— c)p],„ log^j

où rindicc m indique une valeur moyenne

.. lin)(î'ilv/, ) r^ o.

Quant à L^ le premier terme du second membre est fini pour lim Ii = o,

parce que —r^ est finie quelle que soit p, et que // n'entre dans ce terme

que dans la fonction p(A/, i). Le second terme du même membre est

aussi fini même pour lim /* = o d'après (i i). Enlin, le troisième terme

est toujours fini,

.•. limL/, finie,

,. (d\i, â\'\
. . lim -T — = o. C Q. F. D.

/, = o\às.2 as,J

l)"où le résultat suivant :

Si la fuiirlioii
p |

écjuation (i)| l'-sf i/ile-ira/'/i' cl reste Ionjours

numériqueineni plus petite qu'une quantité fire finie, le potentiel

logarithmique d'une aire finie reste toujours fini et continu ainsi

que sa dérivée première.
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2. Existence de la dérivée seconde. — La quantité L^ (12) peut

s'écrire (11)

(.3) u=rd.f\{^^^^-u>id,+Çci.f\?''^_.

Or 011 a identiquement, si pj est une quantité qui est indépendante de /,

(4)
j^ pr'V=p»i '^V-p'i ' -F

/i

^^/""(p-p„)P'^+|"'(p-p,)P'5,

«' étant une constante arbitraire telle que 1 <C ^'i' <C j*

Le premier terme du second membre de Tégalité (1/4) est toujours

fini (11). De plus, on peut choisir, la quantité w si grande que pour

toutes les valeurs de h, telles que j > iv, le deuxième et le troisième

terme du même membre restent numériquement plus petits qu'une

constante arbitraire 1 choisie d'avance, quelque petite qu'elle soit.

Nous supposerons maintenant que la fonction p est conlinue par

rappoil à r pour chaque valeu/- de v, et nous posons

/ =

Donc nous [)ourrons choisir h assez petite pour que le dernier terme

du second membre de l'égalité (i4) soit numériquement <! °'- D'où

nous tirons

Si nous posons

nous trouverons

L = limL/,,

-'/"-'"'x'^-'X"-'*./r(.?-7)
~-\d(.
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Posons

(X.ds,) = ']>,, (x, ds,) = <h,_, ..(c/s,,ds,) = {'\>,-'\>,),

(17) .•.«, = COS(l' — di,). M.,=IC0S((' (j;,), c =r cos('i/2—
']'l).

En elTectuant l'intégration par rapport à / de chaque ternie du

second membre de l'égalité (16) au moyen de la Table des intégrales à

la fin du Volume, nous trouverons

1-=/ p,i{'')(2"i — O"?!''/''— c / po(r)(/,I r/r,

Au moyen de l'identité

2 «^ Wo — u, — cw, = — sin( i' — 1];,) sin(2 c — 'i, — i^,
)

nous trouverons enfin

( r""
I L=- / po(('){7l- r +^l;,)sin(2r-'|,-.l;2)^''

j
+27r/ po(i')sin(2i^— <];,— <}2)(A'

1

I
=— / Po('' H- ^1) (tt— i') sin( 2 1' + '];, — J>.^) rfc

(o:;4;,<27r).

En passant à la limite nous tirons du système (12)

' 0'-\

(.8)

c/.f, ils^

= K,,,,4- L,

k, j ^ liin K/,,

(19) '
'"

/, =

J 1" 1 '

K„ = co,{2r-'|,— -},)r/r / p-J-= p d,v.

\
-'0 .'/,,

'
• i/o

"A, <7.S2

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :

«

Théorème. — Si donc la fonction p cslintégrahle et reste toujours

numériquement plus petitr qu'une constante finie, si de plus pour
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l'haquc direction f la fonction p est continue par rapport au rayon

vecteur r, la condition nécessaire et suffisante pour l'existence de

la dérivée seconde -—j-^ du potentiel loga/-ithniique est que la quan-

tité ^s,.s, (19) existe, et la valeur de la dérivée est donnée par les

égalités
(

1 9) ('/ ( 1 8 ).

Corollaires. — 1° Si -r—^ existe, on trouvera

(20) / po('') C0S(2C — tj;, — (|;j) rfi' 1= O.

En effet, on peut écrire

cos(2(' — A,— i];.)»:/!' / p(r.i')~^
'-'

I,

'

= 'og
-^ / pC'"»!, •') cos(2 1' —

(j'i
— '];i)di',

où /•„, est une valeur moyenne de r. Par hypothèse, la limite pour h = o

Tt
et h'^ o du premier membre est zéro quel que soit le rapport -^;

donc, etc.

1° On trouvera (19) et (18)

ds, àSi ds„ dSi

^= (i{/j— ij/,) / po(i') siu(2i' — i];,— i{>,)6?i' — 27: / po(i')siii(2i'— 'h,— 'ij;)d('

(21) ' - -'0 J.l,

I
/•'"

I =— / [pe(c + il>,) sin(2c -f '1, — v]/.,) — po(<' + ^|^2)sin(2i' + d/o— ii,)](7:— i')"^''

'

(f> = '-!'i< 27:, old/2<27r),

OÙ le second membre est toujours fini. Par suite, si Tune des deux

dérivées du premier membre de l'égalité {'2i) existe, l'autre existe

aussi.

3° Si la fonction p(r, c) est continue, pn(v) est une constante, et

l'on trouvera

(22) Lz=— TTpoC.
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(23)

Remarque I. — Dans ce cas les deux dérivées -^ et — sont
(M, Os, Os, Os,

égales, si elles existent.

4° Pour les directions suivant les axes on trouvera

0^\ r^'^ r" dr C''^
-r—^ = lim / cos^rciv p(,-,r) — -/ p„(t') (u— <•) sin a r f^r,

'ô^~
l'™J

s\n 2 ^'dvj p{r,v) —
-\-J

po(^)(7:-l•)cos2^'6?<^

= lim/ sin2i' / p(i\v)- / p^ (
c + -

|
(7:— c) cos2c f/c,

j-7 =— lim/ cos2vdi-
I p{r,v)~+l p„(,.)f— — c \ siii 2i'f/c — air / p„(c) siriî r (t'c

=— lim/ cosai'rfc / p(r, c) / po ( i'
H

)
(tt — c) sin 2i' f/c.

nemarque 11. — si -r-— existe, donc -^-r existe et inversement.
-* Ox^ ' Oy-

5° On trouvera les relations suivantes :

, ,, 0-V . O'Y . , O'V
(24) ^

—

-r- — cos<\>.2 r--Hsin'];, ^ —,
Os^dSi ^ Osià.v ^ OsiOy

(25) K,,=-K^^,

( 26

)

K.,,
,^= K,^^ cos (il;, + 4'-2 ) + ^^y si" ('Il + 'I2 )•

Reiinnqiic III. — De réoalilé (2G) on conclut que, si --—
, et -r—r-

'- ' O.r- Ox 1'

0-\ .

existent, donc -:—r— existe pour toutes les directions de ds. et ds.^.
as, Os, ' '

6° Cas patiiculii'rs. — La dérivée -;—r- existe :
' Os, as,

a. Si p est indépendante de r;

^. Si p est indépendante de /-, pourvu que

(20*) / pcos(2(' — 'j/,— d/2)c?(' = o;
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par conséquent, pourvu que

d'-\ d'-W

X cos2i> dv =: o pour
dx- dy-

{i-j . [ ou que

r-'^ d-\ d-\

l
psin2.'ofr = o pour ^-^-^ et -^^,

y. Si

(28)
•

/ (P-Po) —

est finie pour toutes les valeurs de c, pourvu que p„((') satisfasse à

l'égalité (20);

0. Si -p existe en chaque point du voisinage de P„, et si

(.9) ii™|
«-^^''X^^'-

est finie et déterminée.

En eflet, soit a' le rayon d'un cercle dont le centre se trouve au

point P„ et dans l'intérieur duquel la dérivée -^ satisfasse aux condi-

tions citées; on aura seulement à considérer la partie K^^ de Iv/, (jui se

. rapporte à Faire renfermée entre les deux circonférences de rayons //.

et a' . On trouvera

J„„ ' as, ds, J J,,^
^ ds, ./,,,

ds, ds,

où dl est Télément de chacune des deux circonférences (//) et (a)

"do ,

(3o) ^" =-j Lp("'. '•)-?(/',')]", ".'/'+ / ".'/')( j^

Le deuxième membre de l'égalité (3o) a une limite finie pour liin A = o;

donc, etc.

i. Si p est fonction de H seulement ou derj seulement, ^ et -q étant les

Journ. de Math. (6- série), turiic V. — l'use. Il, 1909. lO
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coordonnées rectangulaires du point Q, c'est-à-dire

t = JC + / cosc,

^ ' ' /) =y -H /• sin

do . o-\ . d-y
En elVel, soit p = p(ïi); ^ existe, j^ et ^^ existent d'après o,

^'
existe (5", remarque III).

n" Si la densité p est discontinue suivant les axes des x et des y et

si elle prend des valeurs constantes p,, p,, p, et p, dans les quatre qua-

drants autour de l'origine respective, -j^ et -j-^ existent, et Ion

trouvera

_ = ^(-3p, + p,+ p3-3p,),

1^ =^(-3p2+p3 4-p;-3p,),

les éléments dx et dy étant dirigés dans les directions positives des

deux axes respectifs. De plus, on trouvera

^œy = (Pl - Pî + P3— Pv )
logp

-T—r- et -;—r- n existent que si
d.v Oy oy ojc '

(33) pi— p2+P3— p4=o.

Dans ce cas, on aura

^''^)
. lîFd'y~ dy<)x~°-

Remarque IV. — Les égalités (32) font voir qu'en général la dé-

rivée Y^ili "'^^"^ P^^ égale à
T~\'d~-r ^^ ^^* éléments dx^.

et dx_ sont dirigés en des directions opposées. Ces deux quantités sont

égales, si

P2+ p3=pl+ P4>

el dans ce cas on aura
9

(3o) d^-=~2-P''^P'^'
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8" Si Po(<-')= une constante p, pour o<î'<u et une conslanfe p^

pour -ûfp^aTî, nous trouverons (i8)

1 L =r (pi + P2)cos(']/| -h 'h 2) — 2 7rp' sin iL, si 11 'J;.,,

(36) „f,

'
"

[ p' = pi pour oSi]>|i7r et p-=;p. pour tt ^
'J^,

_ •îti.

3. La fonction à\ . — Soit

(37) AV^li,„j J_\<^M^-^l^.r)_ÔM.,yU

/h [ dr Or Jr
Si

(38) liniy^ ^= une quanlllé finie c ^ o,
''1

nous trouverons

pd (
(' ) cos 2 c dv -i- Lj._j H- L,.j,,

(39) \ Lj^+Ly,.=:— / p,i((') sin2i' 6?(' — 271 / p(,(i') sin2 rrfi'

" -'0 -0

= / po('') + Pu (''+ ~
)

(t^ ~ ^) *'"-'- ''f^''-

Remarque 1. — L'égalité (39) renferme, comme cas [)articulier,

l'équation de Poisson. En effet, si p est continue au point I'„, p„ est

une constante, et nous trouverons

(40) AV =1— 27:p„.

Remarque 11. — La fonction AVest toujours linie dans le cas (tiH),

mais, en général, elle dépend de la quantité r. Elle en est indépen-

dante, si

i^r) r i
Oo( (') cos ai' (li.> ^ o,

ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois où -— existe, et toutes les
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fois OÙ p est continue au point ]^„ (/jo) quoique ^ d jT; n existent

pas séparémenl. Si, par exemple,

cos-c
(4i) P= T'

log-

on trouvera, pour a > i

,

d'\ TT,. ,
^^/<

(42) -j-^n=-l>mlof; ^=00,
loK-

âcC^ 2 /,-„

quoique p soit continue pour /• = o. D'autre part, on trouvera pour le

point P„

(43) AV = o,

pourvu (pie la condilion (3(S) soit satisfaite.

Remarque III. — l'ius g'énéialenieut, nous pourrons diMinir

AV = lim —
-j

\ /,,=o( /'il as., ds, J

(3r,*)
;

1 r ()\ (.r + //,cos'V, y -(-/f.sin'l') <)V(.r, ,}-) 1
j

j

'^
/lA as" ds" Ji'

'j/,, <^.^, -y, '];" étant les angles (x, ds,), (x,ds.,), (x, ds'), (x, ds") res-

pectivement. Donc nous trouverons (i 8) et (19)

_ ,,271

AV := loge / p„(r)cos(2i' — i}>)(ip

+ (!'— 4^1) /
p„(r)sin(ac — i]>)rfi'

— 2 71 / p„(l') SIIl(2(' — 'J^)''/l',

AV est finie si c est finie et ^ o. Dans le cas particulier où //^ = /?,,

(3c/)
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et

(44)

( p„( (') ^ consl.p, pour oiÀ'<('<;7r— À

pi
[ po (('):= consl.p2 pour les autres valeurs de i',

nous trouverons

A,,\ =AV =

pour

X [C0S(2/. -t-lj;) — COS(2>.' — l|/)]

/'^i|;,<7r— /. et l' ^'Y 1- — l,

(45) <

A,2^' s AV ^— 7ïp,c — 7rp.>c'H— {p,— p,) ('V— vp! )

X [cOs(2Îi+ <]>) — C0S(2/.'— ']>)] — 7:(p2— pi) C0S(2/. -+- 'II)

pour Ti'iil'i^Tr— ^- et t^'>7T — ^.
;

c ^ coi(ds,, (/Si), c' ^ cos{ds' , c/.v").

Enfin nous trouverons, si p est continue au point Po'

(45') AV =— 7:po(c + f').

4. Existence de la dcrwée -,—r— en un point quelconque. — Sup-
dsi Os.^

1:11. 1

posons que le point P soit situé sur Taxe des x k la distance k de l'ori-

gine P„ qui est le centre de l'aire circulaire considérée dont le rayon

esta, et soit k<Ca. Décrivons autour du point P un cercle dont le

rayon est h, h <^a — k. \ous trouverons pour la quantité K/,, rap-

portée au point P, l'expression suivante,

(46)
cliv

où l'intégration s'étend sur la portion du cercle qui est comprise entre

les deux circonférences, et où

(47)

R = PQ = ^r-- 2r/iu + A-',

U = COSI',

c, = cos(r, f/i,) =

ç'2= cos(/' dSi) =

/ cos c — k

r cos c — k

R

/sine .

rsinc .

5^2 H j^sinv!;,,

C = cos (</«!, cfej) =r cos (4*8— '|'l)i
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et

. .-.K/, = lv:,''>os(4/, -h '1/,) + k.'/;'siM(|, + !,),

K;
(48)

Nous pourrons écrire

(49) O2 =/ ^'' / p —i^i ' rR^'

/- — 21 k cos c, H- Â^= //-

Posons

/• = A .s.

p(r, (•) = p(7-, i') + p('-, 27i— c),

\ s-— 2i COSC, 4- 1 := a^.

Posons

s =: I— ff,

(52)
p = v/a--+ 2(i-»a) (1 — II),

I — Il (J
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et

•••1.= f d^ f p(/v-/.a, r)
' a •-

[

2(1 — 71^(1 — f/|^+ 4(l — g)-C7(l — //) + 3(1 — g)c7' 1 — ^ 1 ,

Mais ( J2) les quanlilés

C-")^
et ^lii^i^

ont (les limites Unies pour lim a = o, et nous trouverons

(53) / adiji p—^ = TTp' log(2 — a),
- 1 -^0 /*

p' étant une valeur moyenne de p. Par suite, nous pourrons écrire, le

second membre de l'égalité (53) ayant une limite finie,

(04) I,= /f/(7/ p(/i — /.!7,i') — ^ (/( + «,, lima, finie.

Posons

(55) p — \J
i'"^

-\- <j- , ..iJ>p.

Posons de plus

^(l — u) =z V^— l^*jJL(i'), .• . y.{o) ^ I

O- —;
—

/'
/' P^'P P-P

Le premier terme du dm-nier membre reste toujours plus petit (]u'nne

constante finie. Le second terme est plus petit que '—; par suite, en

ayant égard à l'égalité (:")3), nous trouverons

liiii j r/'7
I

I ^7 \ r/i' =: une r|uanlitf tiiiie.(56)



I.|2 HICNRIK PETIIINI.

De plus, nous aurons (Sa)

c- (T- / a- (T- \ / I I \ / I 1

?"? = (?"?)(?-?) = '(?-?

.•. lim / d<j I I —: — :^\ (If = une quanlilé (inie.

* = "• a '0 \ /' n /

Posons

(57) i,= r da f p(A- - Ac7, () C^- ~\d",

'-'='./:''';rK?"f)"-./>'.P(?-?)**'"

•a -^ \ L /j ' ^ a ^ \L p /

p\ et p] étant des valeurs moyennes de p,

(58 )
.•. lim(l,— 1,) = une quanlilé finie.

a =

Nous pourrons liailcr rintéj;rale L( u) d'une uianièie analogue;

en posant

1 i = I + (T,

^""^^

I
p = vV + 2(n-a)(i-«),

nous trouverons

7--' ^

(6o) l2=
/

</3-
/

p(/f + Xo-, i)
I
—7

^ ^ (Yc -i- a,, lima, finie.

a = o

Or

-p- p- p-p- p
^ < J I_ _ 4g(l — f/) ; 40;

•. lim / (fa / / — 1 W/i' < A liui / a d<3 l —- = ^tt log

et

,, CT'' 0-- / IT' CT-

" " /J' ~ /j^
~

( /^
"^

/^ M /*' ri' \P'- P'
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Donc nous Irouverons, comme dans le cas piécédenl,

Iiin(l2— l'j ) := une quanti lé finie,

a = o "

OÙ

Mais (58)

lini( r, — 1-2 ) ^ une quantité finie,

a = o

on

(6i) L,= f dn f p(A + /.a, .^(^ -^ j^''''

Ja. -'o \ P P /

(62) .'. Iim(l2 — 12)"= u"e quantité finie.

L'intégrale I3 peut s'écrire

Si, dans l'intégrale 1', nous posons

s ^i — a, p ^ p,

et en employant la formule

(63) lini / c/ff / a—- =: iiin / / tang tang- =0,

nous Irouverons, comme dans le cas de l'intégrale 1,,

;
lim(I'— F) = o

(64) ' l' = / r/cr f p( /, - /.-;7, V )(~- A )
^Z'',

5-^-1-2(1 — 0-
) ( I — COS (', ) :=: «-,

Journ. de Math. ( (i" série), lome V. — Kasc. II. "(("i). ^9
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Posons

(J=iy.-. V^=Ot.B. I',=:ra6,, 2(1 — cosc) =: c- À( c), ..).(o)r=i,

T-+ (\ — c-)0\'t.{ xhi) — \

,

Pk^ litiip(Â — Aar, a9),

(65)

9o= lime, = v/i — T-,

« = o

En traitant l'intégrale I" de la même manière, nous trouverons

(66)

liinl3= -yP,,

I
Pa.= lim[p(A- + /aT, a9) + p( A'— Aar, a5)].

Si enfin nous traitons la quantité KJ,^^ de la même manière, nous ob-

tiendrons le théorème suivant :

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour Vexis-

tcnce de la dériçée -—r- au point P( A", o), h ]> o est que la quantité

(67) H=limH(="
a = o

soit finie, où

H(a)_ H;j<;. cosil, + J;,) + H;«j. sin (vj;, + ij;^),

(68)

P = p(A- + /,<T, 1-) + p( A -I- A-!7. 2;: — c)

-(- p(/f— A(7, i') -t- p( A — A(7, 27r — c),

p = p( A + Aff, c) — p(A + As, 27:— i')

— p(A — Acr, !) + p(A — At7, 371 — 1').
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Remarque I. — La partie de Iv^^ qui correspond à liin I^ est = - P^,

P^^lim P pour t = ax et v = aO.

Remarque II. — Nous pourrons remplacer H (67) par la quantité H',

où
H'^limll'w),

68')
—i<"X^'f
P'= [p(A- + A-ff, i-') + p(/> — /.-a-, 27:— (•)] cos(2(p — 4'i~ '-r'î)

+ [p(/.- + /O-, 211 — l-} -h p(k — A(7, (')] cos(2cp + ij;, + ^i),

a =/? C0S9,

i> =z p sin 9.

Cas particuliers. — i" Si la fonction p est indépendante de r, on

trouvera que la quantité II est linie. Dans ce cas la dérivée existe aussi

à l'origine.

1" Si la fonction p est indépendante de r, on trouvera aussi que la

quantité H est finie. Pour (lue la dérivée ^s—r- existe aussi à Toiiiiine

il faut et il suffît que la fonction p(v) satisfasse à régalité (20*).

o. Continuité de la dérivée
â'-\

Cas particulier : La fonc-

tion p est indépendante de /•. Si nous posons

«/(3-4«-) + 2"--i
, .., r''/.«

: (2 (/-— l) log/J +
P'

nous trouverons (5i) et (()(3)

(70)
limla t=— _(p, + pj),

p, =liinp{i'), r>o,

P2 = lim p{v), V < 27r.
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Posons

lia =/ p(f) [9(1— a) — 9(H-«)] f/c,

(7") ;

: \/a--t- 2(1 ^- a) (i — u), p.,— \/x'-h 2 ( 1 + cz) (1 — » ),

I — f/ .
I — f/

p{(') = p((') + p(2T — ('). . . limp(i') = p,-t-p2 pour c > o,

(72) .•.Ia=/ p(r) log ^ H- ot( A H ;)U/'' + -Oa, liinr;a=0.

Or

P-2 V /^J a = » P^-

De plus, nous trouverons

hmo. p(r)— =lima/ ^(^•)— =hmo. l p(v)— =:lim p' ce -,
a = o ,/„ P« a = o J,f P a = o J„ P\ a = (i ,/(, /'i

- a ('\ Tt
,tang- = - (pi-l- pî);

p' étant une valeur moyenne de p pour o^pSe, £ étant une constante

positive quelque petite qu'elle soit,

(78) .
•

. lirala= Tllpi + p,),
a = o

(74) .•.K,,,=y"p(0[9(|) -o(o)]rfr+^(p,+ p,).

De même, nous trouverons

i I<xr = / p('') ?' ( f )
— ?i(o) siiii'fA',

(73) ( ,^
/'•

^
„r/i

,
.ç(i — 4«-) + 2« , „ V

/"''/•'>

o,(i) = 2 / {su—i)s-— =2«log/J+ -î^
^-:r^ \-{'2ii-— \) I -:,>

I
'

J P* /'" -^0 '

p(v)=p(r)—p(2T. — r).

En eflet, posons

la= / p((')[9i(l — «) — ?l (' + «)]*'"'' ^'''
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et

. . i; =/ p(c)\3c.( -^ + -^) ~ l — ——)\f'inv(/v^fi.^, liiiirû — o,
J, ^ L V/'ï /']/ \P^ P-J-I

,- ,• Cl- =7 • / r^'^''' ' I- ^ r f^oSPi loST'iX
.

•
. Iimla,= 6 liinap' sin c' / —

;;
limp" / —— '— = o,

a = o a = o
^

J, P\ 2a = o' „/ V'— « 1 + « y»

p', p" et v' étant des valeurs moyennes de p et de c pour o<p<£,

£ étant une constante quelque petite qu'elle soit.

De plus, nous avons trouvé (n° 5, remarque I) que la partie de K^^

qui correspond à lim T est = - /?^, et nous aurons

T'A— Pi — p2— Pl + P2
= 0.

Donc, etc.

Pour de grandes valeurs de s nous pourrons écrire

(p(i) = (2«''— i) log.v — 2M(Tr— (') sine + -; p, limPfinie,

oAs) = iu\o2,s-\- —. (t: — »') + -Pi, limP, finie;
^ sine s s = x

par suite, nous trouverons, pour de petites valeurs de A-,

IKj._r=(logj
— i) / p(i') cos2(' c?r

r'^ T.—
/

p(r) (tî — i')sin2Ç'rfi' + -(p,-t- p,) + '•
'v*.

limQ (une,

(76) '

._^

1 K^y = Mog| — ij / p(i')sin2rf/i'

1
+1 p((')(7r — t;^ cos3(' f/i' + /. Qi, limQ, finie,

(77) .•.K,,,,= (log|-.)J p(.,)cos(2r->l;,-f,)r/r

p(i')(Tr — r)sin(2i' — rj;,— i|,)rfi'

+ - (pi+ p2)cos('J;| + J/,) + /.Q',

OÙ Q' est continue par ra[)port à A, et lim (V est finie.'
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Prenons pour un moment le point P(A, o) pour ce itre d'un système

de cooidonnées polaires (R, c), p' étant Fangle que fait le rayon vec-

teur PQ avec l'axe des x positifs. Nous trouverons ('3())

0,1 1= limp =r

(78)

pour

Pour

: 0, pour o _ l' _ 7T,

R=0
'

_
^ p., pour 7T-.('-2 7:,

L = (p,-h Pi) cos( J>, + J/,) — 2 7Tp, sinif;, sin'^,

=— ^(P2— pi)cos(i|;,-+-4;.>) — 7rp,cos{iJ/,— vl;,
),

à^-\

il faut échanger p, et p^ dans la formule (7H).

Il suit des ég:alités (77) et (78) (lue la déi'ivée " *, est continue le

long de l'ave des x pour a > k > o. Pour que cette dérivée soit Unie à

l'origine, il faut et il suffit que l'égalité (.10*) soit satisfaite, et dans ce

cas la valeur de ^—r- est

— 2 7Tp' sin'J;, sini];,-!- / Q' au point P(/, o), /. > o,

{jq) ( p'=pi pour oS^IiSt: et p'=P2 pour -l'Iii^aTî,

+ 27:/ p(i)sin(2c — ^ii— '|s)^'' àl'origine, o^'];,^27r.

\

Posons

Bo) <

t)-V
lim -,^^4:

(
—

.«2 \ "*!

d^\

as, U

r = ']'i/ p(i')sin(2r — ij;,
— 'lOfl'''

p(r)sin(2C — '^1 — -J/o) rfc— 27:p' sin'|, sirnl;2.
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Nous pouvons donc énoncer le ihéorème suivant :

Théorème. — Si, la densité p est fonction de l'azimut v seu-

Irmcnl, la dcrn-rc -,—r- est continue suivant chaque rayon, vecteur,

sauf à l'oriisine. Si -—r- existe à l'origine, la discontinuité dans la
^

asi as, ^

direction de l'axe des xy est égale à F (80).

Cas particuliers. — 1" Pour 'j^o = o, nous trouverons (21)

ô-\ \ / d"-y \ „ ,. fP-y ( t)'-v
1 1= Ilm

dxôs^Jf, \dsiOx)a k = a às^dx \dsidc

' k=odSida;
^ \dxâstJo

2" l'oiir •\i, = o\

' r=:o.

p(i') = pi pour o i';i7:,

1= p2 pour 7î- i' - 2 jr,

) i~ iroiivcrons

[<6) r= o.

Remarque I. — Soit K],| la valeur de K/, au point P„; on aura

(84) lim(lv-K,») = limflog^ ^iW p(i')cos(2r-4;, + .^,)fA' ,
'• = ''=" V " / .,'„
* = *= ll

"

— / P('')('^
— i')sin{2C — t];,— 4/2)(/i'

H (pi+ p2)cos('|, -H tj'o).

Par suite, si liin -7 est finie et 7^ o, le [)rcniier membre de l'égalité (S/j)

existe mémo dans le cas où la dérivée -;—r- n existe pas à loricine.
f«i ds„ ' -

Remarque II. — Si ,— , existe, la condition nécessaire et sul'li-
'

ds, ds.,
'

santé [>ourrexistence à l'origine de la troisième dérivée -5-7-,—7- est
(/li* (JS\ (/S.2

(85) r=ro.
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et l'on trouvera (79)

(86) ,
". \ =limQ'.

II. Cas général. — Si la densité p est continue par rapport à /,

nous disons que la quantité (68)

lim(KA— H(«')

est continue par rapport à k pour h> o. En effet, soit K,,, la quantité

qui correspond à K^ au point P(A', o), A'> o, lorsqu'on y écrit h' au

lieu de h. La quantité K/,, est une intégrale de même forme que K^,

mais où l'on a remplacé p^p(As, v) par

(87) p'E^p(/.'5, r),

/('

J'

I,'—
k

nous aurons a'= a. Dans ce cas, la quantité

s ds

et a par a'^s -p- En choisissant

(88) 'i'=t'''

(89) &,,= K',,.— K,,—
I

dv l p'(2r,C2 — o-

peut être écrite comme une intégrale de même forme que K^, mais où

la fonction p est l'emplacée par p' ^ p. En traitant la quantité iS^ de la

même manière que nous avons traité la quantité K^ dans le numéro

précédent, nous trouverons que les limites pour a = o de tous les

termes, outre ceux qui correspondent à H'"' (68), peuvent être mises

sous la forme
(p' — p),„rt, liin«'(inie,

où (p' — p),„ est une valeur moyenne de p'— p. Mais p' — p t'sl, par

hypothèse, infiniment petite en même temps que k' — k, et cela arrive

aussi pour le troisième terme de l'égalité (89),-

(90) .
•

. lini lim(K/,— ît'(»))
— lim(K/,— H'«').

ce qu'il fallait démontrer. H''"' étant la quantité qui correspond à H'"'
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pour le point (A', o). De plus, nous trouverons que T^ a la même
valeur (78) que dans le cas particulier I. Cette quantité est aussi con-

tinue, p, et P2 étant continues par hypothèse. Nous pourrons donc

énoncer le théorème suivant :

Théorème. — S/ la fonction p est rontiiiuc le long de chaque rayon

vecteur, la condition nécessaire et suffisante pour qu'en un point

de l'axe des x qui n'est pas l'origine la dérivée 3—r- soit continue

dans la direction de cet axe, est que la quantité Yi {&']) soit con-

tinue en ce point dans la métne direction.

Pour Tétude du cas k = o, nous nommerons K;, ce que deviendra K^

au point P(A-, o), si nous y remplaçons p(A5, r) par po((')- 1^" traitant

la quantité

K,, — K,,— dv (p — p„)(2(.',i, — c)—

,

iv>i,

de la même manière que nous venons de traiter la quantité M-/, (89),

nous trouverons que les limites pour a ^ o de tous les termes, sauf

ceux qui correspondent à H'"' (68), sont infiniment petites en même
temps que A. Pour de grandes valeurs de s, nous pourrons écrire (4")

(2 f, r, — c) —; = (2«, II,— c)—I—r P, limP finie;
p- s s" s-^

par suite, nous aurons

K,-K;,= H'^'-ÎÎ^'+ r {2u,u,—c)d^f [p(r, ,.)-p„((0]— -i-A/„

(9,) Jo J,

I lini'/v/,^ 6, liiTi6=:o,

H'"' étant ce que deviendra H'"' lorsqu'on y remplace p par po(^')-

Si Kl est la valeur de K,, à Torigine, nous aurons (77)

(92) Ka— k!!=nog j — I
j

/ poCl-) (2M,f/,— C)f/l'

Poi^') (r.— i') sin(2V — ^\,, — ^\>.) dv
-f

2
/i — A- =

Journ. de Math. (6" série), tnme V. — Fasc. 11, 1909. 20
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Enfin, soit K" la valeur de R;, à l'origine,

(93) .-.K}; — K);=/ {2i/iit.,— c)r/v (p — o„)H.

Des égalités (91), (92) et (93) nous tirons

(94) K„-K?=H(«'-H<^- /
p„(r)(2H,«,- £),/<•

— / {?.iiiii.i—c)dv
j p~ / po(i')(7i — i')sin(2c — 4'i — 4'2)^''

+ ^(p, + p,)cos(J;,-+-4>2) + (^'A+ b'i,).

La quantité L ayant la même valeur que dans le cas particulier I,

nous trouverons que nous pourrons énoncer le théorème suivant :

Théorème. — Si la fonction p es/ continue par /apport à r, et .fi la

()-\ . . .

dérivée -.—^ existe à l'origine, la condition nécessaire et su /lisante
à.s, ()s., '^ '

"
poui' que cette dérivée y soit continue dans la direction de l'axe

des X positifs est

(95) limH — H+r = o, H eeeh lim H^,
/, = a =

oii r est donnée par l'égalité (80) et H'°" est ce que deviendra H'"'

lorsqu'on y remplace p(r, c) par Po(t')-

6. La dérivée -.—r- au bord de la surface. — Nous supposerons

que le point P„ est situé sur la ligne qui sépare l'aire plane en deux

parties dont les densités sont constantes et égales à p, et po respective-

ment, et nous considérerons seulement une partie circulaire de cette

aire, dont le centre se trouve au point Po et dont le rayon est a. Si la

ligne de séparation est une droite qui passe par le point P„, nous trou-

verons, en posant ~i ^ ^^ pour o 5 p 2 ~ et p = p^ pour - "^ v '^ 2-,

K/,= o,

où la valeur de L est donnée par la formule (36). Si, au contraire, la

ligne de séparation des deux densités n'est pas droite, nous nommerons



LES DÉRIVÉES DU POTENTIEL L0(;ARITIIMIQUE. j53

(•,(r) et (\(/') les valeurs limites de c, et soit p ^ Pi pour (',5cS^,

.•.K/,=: p, / -^ I
cos{2i' — <}j, — ]),) dr

p, / — / cos(2r — '11 — il;.,)rff

p, / —;- / C0S(2r 1^1 — '|5)<5?(',

en supposant que le cercle /•=const. ne rencontre chaque ligne de

séparation qu'en un seul point. Or

' —;- / cos{2(' — i];,— ij;,) û?i' 1= o,

(97) .-. Ka=(p, — P2) / — / cos(2r — i|;,
— -];2)<^c.

Posons

(98) 71— l'2=C3,

(97*) ••• l^'A = (p2— pi) / cos(Ci— i'3— i|;i— 4;, )
sin(c, -H l'a)

^•

Posons, de plus [(iH), (22)],

(99) lim c, SEE !•'}, limcj;^ ('2, cos('i,,— '^,)^c,

!.-.L = — 7:poC4-(pj — p,) j [T. — ^•+\l,)'.ïn(^^' — ^\^^ — <\,,),l^^

+ 111 j (p — p2)sin(2c— il;, — 'lO'^'c-

OÙ p ^ p, pour p"^p1p'" et = po pour les valeurs de fie" et ^'r".

En intégrant, nous trouverons

IL
=:z — r.piC -+- -(p.,— p,)

X [2 (7l + '},) sin (('» H- cl — |) sin (cj — l'J) + (•» cos(2 i'^ — l)

(10O-)
;

— i'Jcos(2('° — <]/) — cos(c5 + 1'°— d/) sin(c° — r',')] +
H = ;;(p2— p,) [c — cos(2,('°— i];)] pour r" < 'I/, < ('2,

B ^= o pour o<'|,<c^. i == i|i, + ij/j.
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Cas particuliers : i° Point régulier. — Soient r" = o, t" = tt;.

Dans ce cas, le bord a, au point ?„, une tangente unique bien déter-

minée, et la valeur de L est donnée par la formule (36). La quan-

tité K, - est finie et déterminée si

(lOl)

/ r" dr ^ . ,. . .

1 / (t'i + t'î)— est finie et déterminée,

• ou si

I di^z- et
/

(cj— r?)— est finie et déterminée.

2" Point de rebroussement. — Soient c" = rlj = -• Posons

(102) (,= -— o,. r,=:^-t-92, .-. lim9, = limo,= o.

Nous trouverons [(22), (97*)]

[

L=— TïpîC,

'i Kn—{pi-pi) 1
cos(iL-l- o,-©2)sin(9,-+-cpj)^;

par suite, la quantité K,^,,^ est finie et déterminée si

I f" dr ,,.... .

I / (gj-|-(v,,) — est (nue et déterminée,

\

J„ ' '

, ou SI

I d; := - et / (o\— ol) — est finie et délerniinée.

3" Point saillant. — Soit c" - t-^:^ tt et ^ o. Posons

(io5) i-, = f',' -H o', r,= cS— o", .-. limcp'=limcp"=:o.
^ ^ 11.' - - t

,- = /= o

(,06) .•.K/,=i-(p,-p,) / cos(i'';+r»-'}-H9'— o")sin(i1— '';-?'-9"

l'oiii- i|ur k, , existe, il faut douf

I10-) i" -t- iS

—

'!j=z±-+nr. (« un nomlire entier |o).

(KM) 1
O"

dr
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Si la coiulilioii (lo'j ) esl siilist'iiit(% K, , existe si

(108) / (o' — cp")— est (inie.

Rrma/yjur. — En désignant Taxe des ,/• de manière qne

l'égalité (107) peut s'écrire

(107 ) •'i'= 2
''" '^^ V

7. La liniiti' de la dérivcc -,—r- «" Jiord de la surface : i" Lifsne
dv, Os

-2

•' °

droite. — Soit le centre P„ situé sur le bord, supposé droit, qui sépare

les deux domaines où les densités sont constantes et égales à p, et p^

respectivement, et soit le point P situé sur la normale qui passe par P^

et qui est dirigée vers l'intérieur du domaine où la densité est p,.

Posons PP„ = /f , et calculons la valeur de K,
,
pour ce point. Nous

trouverons

— 1 C0S(2l'— |')rfl'

+ (p2 — Pi)/ -p cos(2r+'y)^/(' + e^.,

cosc, = , liine^.= 0, ij;' ^ J/', 4-
<];|, ;

y, et l., étant les angles que t'ont les éléments ds, et ds., avec la direc-

tion P„ P respectivement, la quantité e/, se rapporte à la partie restante

du domaine (ps),

—
TC

(109) .-. Kp,= limK,_,5.= -(pî— pi) cos'l'.

La (piantiti' L étant égale à — "pif (22), nous aurons

De même, nous trouverons pour la limite de l'autre côté

^"'* {tT-t) =- ^(p2-p[)C0S('f,-ht[;) — 7:p.,C0s('^;— ^',).
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Remarque I. — La limite f , ) étant continue le long de la

droite de séparation des densités p, et p^, il suit que cette limite est

indépendante de la direction dans laquelle le point P s'approche du

bord. Par suite, on retrouvera les égalités (no) et (i i i), même dans

le cas où la droite P„P n'est pas normale au bord. Cela arrive même

dans le cas où le point P s'approche du point P„ suivant une courbe

tangente au bord.

Remarque IL — Pour le point P„, la quantité K,,,,,^ est égale à zéro,

et nous avons trouvé (78)

(78*) \ \dSi ôs

(
(pour o 14^1 ;;7r).

En observant que •\/\ = '\), — ^ et vp., = '|, — ^, nous trouverons

l'élément rf.v, étant dirigé vers l'intérieur du domaine p,. Un résultat

analogue s'obtiendra pour
( ^7-^)

' <"" observant que, dans la for-

mule (78*), il faut éciianger p, et p, pour -11 <'^,'^ 2-.

2" Le bord est ci/rvi/ii^nc. — Supposons que le point P soil situé à

l'intérieur du domaine où la densité est p, et qu'il s'approche indéfi-

niment du point P„ du bord. Prenons P comme origine et la direc-

tion P„P comme axe des coordonnées polaires (/, c). Posons P(,P = A:

et soit, pour o'SvS'k, k' la valeur minimum de /, .•.k''Sk. Nous sup-

poserons que le bord jouit des deux propriétés suivantes :

si

((3)
A'</-^A-,

le cercle décrit autour de P comme centre avec le rayon /• ne ren-

contre ladite branche du bord qu'en deux points, Q, et Q,, et, si r est
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plus grand que k, qu'en un seul point. Nous supposons que l'autre

branche (îc^r^ 2-)- jouit de propriétés analogues. Donc, la valeur

de K^,^,. au point P s'obtient en ajoutant à la valeur trouvée dans

l'alinéa i" de ce paragraphe deux ternies I et I' qui se rapportent aux

deux branches du bord. Soient c, et c, les valeurs de i' qui corres-

pondent aux points H, et Q^'t on aura

1= (p2 — p,)/ — / cos(2i' — >y)dv

("2) < -H(p,,_p,)r 1^' r cos(2r-'i')(/p + 4E=I,+ Ij-f-el-,

liinrt'=(7, limej.= o, cosc^nz , iL'^ ']/', + d.^,

OÙ c'^ se rapporte à hi partie restante du domaine p.,, a' est la valeur

limite de r, et où '\i\ et '|!, sont les angles (|ue font les éléments (Is^

et r/.Vo avec la direction P,, l*. A cause de la supposition (a ), nous trou-

verons

( 1 13) lirai, r:: une qunnli lé finie ^ I".
/ =0

Pour l'étude de L, nous posons

^ /-rrPQ', /•'= P„Q', - ->.=:rangle(P„P. P„Q'),
( I 1 4 )

2

' ../•-=/'- — 2/-'/i sin>. H- A-^,

Q' étant un point quelconque du bord. Pour /> /r, nous aurons

i,
/' sin A — k

COSl'i=: ,

sin r, =: — cosÀ, r>k\
r

mais, pour k'<Cr:Sk, nous avons deux valeurs /', et r'., de /•' pour

chaque valeur de / à cause de la supposition (j3), et nous aurons

:

/'. sinA, — A .
/•'

l cos c, ;^ ; , sine,^ —i-cos/i,

i /., sin /..,— k . r,
I COSl'2^=-^ > Smi'2=r —^C0S/.2.
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A, et An étant les valeurs de A qui correspondent à r\ cl /., respective-

ment. Posons

("7)
!

'=';: '[^"'^

[
F := - t / I cos'];'h ; sin), siiiii'H—^

(/' sinÂ — i) cos(/, + ^').

(.18)

Décrivons un cercle sur ?„ P comme diamètre. Pour tous les points

du bord qui tombent dans l'intérieur du cercle, nous trouverons (117)

(iig) t' =z sinl — y//- — cos-X.

et, pour tous les points du bord extérieurs au cercle, nous aurons

(120) t' ^z sinl -h \/
1-— cos^/..

Pour / > I il faut toujours employer la formule (120). Soit mainte-

nant ([ une constante > 2, et posons

(.2.)
|.„=^/,^_2/;s.nX + .,

Pour / > /„ nous trouverons /']> /^ et inversement.

Nous écrivons, /, étant une constante ^/„,

(.22) l,^_(p,-p,)j"''Fl^-(p,-p,)y F^E..Ï+T,

où lim I est finie. Pour de grandes valeurs de / nous pourrons écrire

(128) F = sin). cos(>i + i|;') H P. liiiil' finie.

De plus, nous aurons

dl ( t' — sinl) dt'— t' cosl dl d/' / i„\ -/ ' o \ '^^— = 7ï , . =» —p I -f- -P, )
— cosA I + -7 Po -7-,

où lim P, et lim Po sont finies. D'où il suit, si /', est la valeur de /' qui
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correspond à la valeur /, de /,

r* r/t'I=— (p3-pi)/ sinlcos{l-h'y)~jr

(124)
(

^'•="
/.

_

H- (p2

—

Pi) / sinX cosJv eos(7. + ij'') — 'M + eJJ.,

^ r'—i\ fi

lime^. finie.
' A = o

Nous faisons sur le bord encore la troisième hypothèse

(y) / Q.d'k):^ une quantilé finie;

la seconde intégrale du deuxième membre de l'égalité (i 24) reste finie

pour lira A" = o.

Quant à l'autre branche, nous trouverons des formules analogues.

Nous n'avons qu'à remplacer (];' par — <\i\ et À par l'angle correspon-

dant X', dans les formules trouvées pour avoir celles qui ont lieu pour

l'autre branche du bord. Ainsi nous obtiendrons le résultat

\ K,,-,,,= — (p2— pi) /
cos(X— >,'-[- ij>')sin(>. 4- À')—^ -He/.,

(125) }

'

''

_
'

I
lime/; finie.

En comparant cette formule à la formule (97*), il faut observer

que \ et \' correspondent à 1-3 et f, respectivement, et que

(126) 4,', = 4;,-^, 4;; = 4/.-^, ..<\>'=']>-Tt,

\

.-. I\,,,,= (p.,— Pi) /
cos(}i — >/+ (]>) sin(}. -4-À')'-^ -f-g/,,

(,25*) ^*
. _ _

''

I
iiin c/j. finie.

' t = o

l)"où le théorème :

TiiÉDRÈME. — Si le point P s'appioilii' iiuli'/iiiiiiii'iil du point P„

du bord qui sépare deux parties du plan où 1rs ilcnsil('s sont con-

Journ. de Math. (6' série), tome V. — Tasc II, ii.)o;j. ^1
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stanlcs, la limite vers laquelle tend la dérivée au point P est

finie en même temps que la dérivée , , au point P„, indépendam-

ment de la direction de la droite PoP, pourvu qu'au point P„ le

bordjouisse des propriétés {%), (^) et (y)-

Remarque 111. — Soit K^ la valeur de K^ au point &„ ; donc

lira(K, ^ — K^) = une quanlilé finie,

/.=0

(•27)
..h „ .

lim -j est lime el -prz o.

Nous chercherons maintenant la valeur de la limite en question

dans le cas où (S) chacune des deux branches du bord a, au point Pq,

une tangente bien détermhiée.

Posons

(128) liinX = >v„, limi'i=c;, limcj^r» el lim}v'= >.'„,

r= o ;=o '=(1 '•= »

1 r ^'' ^

'

l .*. Iim — ;::= cosA,),
A=o A-

(129)
\

l.»H- (.»=2Tr — 2)l„,

, -1 ,
cos)i„

cos{i'ï+ /„) = COS(('^ + >-o)
= —'>

/'' / cos->i„ dt
(i3o) .•.lî=2(p2-p,)cos(2>.„+<^')cosA„

^ _

i/ 1

-J^ -[ï

= - (p2— Pi) (2^0— sin2>ij cos(2>>„+ ']>'), >vo = o.

L'intégrale L peut s'écrire (118)

(i3i) I,= -(p2-p,)/ sin>.cos(>. + 'y)y

[F — sinX cos(), -h I')]
— = (p2— pi) I2 -+- {P2— Pi )

lî

1
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Ecrivons /, étant plus grand que i,

32) Ï2 =— / sin>vcos(/, -t- -y) / siii>.cos(>t -t- tj/')^.

La liniilo pour /r = o du premier terme du second membre de l'éga-

lité (i32) est

— siiiÀ^ cos(A„-(- 'Y) log/,.

Le second terme du même membre peut s'écrire

— / sin>. cos(>,-l-'i/') — r-T-^^ dt'-i- I sin>.cos(>.-i- J/')cos/. — rt^>i-+- /",.,

J,,
• ' t'-—2l'iln/.-^\ Jr-^l' k

I

lim//, := o,
* =

où le premier terme peut s'écrire

/*•-,
,-. 1/ / /'— sin), i\ ,, r'' . , ,. ,,dt'— / siiiAcos(/. -t-'V) -7-

,
. ., ;r''— / sin/. cos(/, -H 'V)—-,

J,,
^ ' \i -—2/' iinl-hi t'J J^,

^ ^ '
t'

et la somme de ces deux termes peut s'écrire

sin/.„ cos(X|,-+- 'i/') log/, — / sin)i cos(À -t- 'J/'
) —;

—

\- fk- lim/^.^o.

De plus, nous pourrons écrire

X''~"

t'

sin \ cos ( A -h <]>' ) cos ?. — f/A

/"''""'*
. t' r * t'

=:
I

sin>,cos().-+-'];')cos?. — (^A -)- / sin Acos(X4-'y)cosA — rf>,.

où « est une constante qui peut être supposée assez grande pour que

la limite pour A" = o du dernier terme soit plus petite qu'une quantité

donnée d'avance.

Dans le premier terme du second membre de l'égalité (33), la quan-

,.,, sinAcos(À -+-A') -.<'»» • ^ 1
tite Y ^— cosA— est toujours numériquement plus petite

qu'une quantité finie qui est indépendante de k. Mais les limites de
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rintégralion pour cTk sont infiniment voisines Tune de l'autre; par

suite, d'après la propriété (y) du bord, la limite pour k ^ o de ce

terme est é£;ale à zéro,

(i33*) .•. lim / sinÀ cos(>. H- li') cos /, — (/>, = o.
<=o./... ..

'

t'
j

sinÀ

Nous pourrons donc écrire

(i32*) l2=— / sinÂ cos(>i -t- '1') —r + o *, lim^;t.= o.

Pour l'évaluation de limL fi3i) nous n'avons qu'à poser /i = o
/ =0

dans l'intégrale L,

.•.r2= limÎ2=— cosd/' / l/i

-+- cos'i/' cos).(i / [2 cos-?,o sin>,„+ ( 2 cos->.,, — i) \J
1''-— cos-À„| —

— sinii'sin/.j / (2 cos'X(,sin),|,-(-sin/oH-2cos'À|,y'7-— cos'/.,,} —

^— y (2>,„— sin2>,„) cos(2Â,i-t- iL') -|- - [cos(2)io-l- J'') — cosJ>']
4 ' 4

'

H

—

[cos-Àq sin(2>i|,-f- 'i') — sind/'] pour \ = o;

mais

= ^(2).„— sin2>.o)cos(2),„+ <Y) + y [cos(2>.„+ •^') — COS'V]

H— [cos'>,(i sin ( 2/.0 + -y )
— sini];'] pour }.o<;o;

(l34) \\-\- (p,— p,)î°_— y(p, — p,) }2XoCOs(2>,„+iJ;') + sin(2).„+
<]f')

— sinij/'-(- 7r[cos{2Xo+ •];') — cosd>'][.

Nous trouverons un résultat analogue pour l'autre bord. Soient

r,° et 1." ce que deviendront 1° et 1", lorsqu'on y remplace A„ et '^ par

A^ et —
'Y \ nous trouverons (i 32*)

(i35) Kf,^ K.?„,+ Kp. + 1» + 1'," + (p, + p, ) Cn + r^),

où Kj. , K°,^ et Kj;_ représentent respectivement les quantilés limK,^^-^,
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la valeur de K,, au point P„ et liniK,,^ pour le cas où le bord est

rectiligne et perpendiculaire à la droite P,|P. La valeur de Iv^. étant

donnée par l'égalité (lo^), nous trouverons le résultat suivant :

(i36) • ''^P.= ^°.-'=-'-^(P2-p,)M + |(p,-p,)[cos(2>„ + 4;') + cos(2X;— 1')1-

' M = 2>.oCos('2),„+4'')+-sin{2>,o-t-t];')+ 2>ioCOs('2>vj,— t{;')-t-sin(2X'„— >!').

Cas particulier. — Si PoP est la bissectrice de l'angle que font,

au point P„, les tangentes des deux branches, et si nous posons dans

ce cas

(iSj) Kp,= Kp_, fi = >,o— X'„, 9, = -y,, ajEEEij/j el ei = cp,+ (»2,

nous trouverons

(i38) I'^p, = I*^.?,.(,H— (pi— P2) [(t^ -t- 2|j,) cos2|x -+- sinafjt] coscp.

Cas général. - Si la droite P„P fait l'angle a avec la bissectrice,

nous trouverons

( X =r u. -H a, X'=:u. — a, A' =: O — 2 «,

(
.•. Kp^r^Kpi— (p2 — p,)a sin 2fji. sino).

En nommant la dérivée prise en un point de la bissectrice,

nous trouverons

d'-\' \ ,. d'\'
[-—— =liin-r—r— = Ivp — 7rp,cos(cp2— 9,),

I- (

<^'V à'\' \
^ ,''™ Â i 1 •

1
=— (p.2— pi)a Sin2u.sin9.

D'où le théorème :

Théorème. — Si le bord commun de deux parties du plan dont

les densités sont constantes jouit, au point P,,, des propriétés (p)
el (y), et SI chacune des deu.c branches, du bord y admet une tan-

gente unique et bien déterminée; si, de plus, le point P s'approche

indéfiniment du point V^ suivant une droite qui ne touche pas le

bord, la limite de la différence -j—-r est toujours finie,
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les dérivées secondes du potentiel logarithmique étant prises

respectivement pour le point P et pour un autre point 1" qui se

meut suivant la bissectrice des tangentes des deux branches de

manière que toujours PoP' = P„P. Cette limite est proportionnelle

à l'angle a que fait P„P avec P„P', et sa valeur est donnée par

l'égalité (i4o)-

Remarque IV. — Pour un point régulier u. = o,

\ dfi às,_/p, \dst ds^J p^

D'où il suit qu'en un point régulier la limite (
j

> si elle

existe, a une certaine valeur unique indépendamment de la direction

de la droite PqP- Gela arrivera aussi dans le cas où sincp = o.

Remarque V. — La condition (x) lim-r- ^o n'est pas indispen-

sable, de manière que la dérivée existe dans certains cas où PoP
touche le bord au point P„. En effet, nous aurons ( 1 12)

Ii = (p-2-pi)/ -7-/ cos(2r— 1') Jr

Posons

i=P,

(140

]J,= ^ /
[sin(2i'2— ]/') — sin(2i',— (j;')] — ,

jjj^— / [sin(2i'2— 4'')— sin(2r, — <\i')'\ —

>

1 .-.Ii^tpj— p,)(J,-|-J2),

X étant une constante positive <^ i. De plus, nous aurons

cos( C, -f- }>, ) = COSÀ,, cos( c, -t- À,) z= ^cos>.,,

(142)
/ A-cos-/, *

, / A'^cos-Àa

X, et \., étant les valeurs de A cpii correspondent aux deux points (/•, v^)
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el (/•, t'a) ilii bord. I.im.l. ctanl évidoinmenl finie, il nous faut seiile-

nicnl étuclici' lini ,1,. lÙK'liminanL r, elr. au nio^on des fornmles (142),

iiDUs liouvcrons

(>43)

I limA, finie, limA, finie

cos A, —-!
- l-

(,43*) J.= A,y"' H^^r + A.y"' '-^./r pour i = ^,

l-X 1— i^

,. , „ . . ,. COSÀi ,. COS>i2 „ .

.•. limj, est finie. SI lim —^— el lun

—

-^— sont limes.

Posons

2 2.

et soient «•„ et i\ les valeurs de iv et /• qui correspondent au point

du bord pour lequel r^A';

sinn'o-p—ri Iim—r=:i,
~ '-ô *- = '•o

(i44) .•.Hmli existe, si lim — est finie,

A=o A=ii"'i)

pour toutes les valeurs de w pour lesquelles k"Si''Sk{\ — x).

Dans le cas particulier où l'on peut regarder la partie PaQ, de la

brandie du bord approximativement comme un cercle de rayon II,

(^, étant le point (/i, \\ ) du bord, cl en posant x = o, on trouvera que

la plus grande valeur de cos A se rapporte au point O, pour lequel on a

cos A =
K -+- k'

De plus, on aura avec rnpproximation Supposée

A-'(2R + k') — k-,

, ,,.. /cos/,\ k'
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et

,. /COS?;\
est finie même dans le cas où llniR est nulle ou infinie.

A =0

(P V
8. Chanocmenl lirusque dr la dériver -.—:— au bord de la siw-

'- ^
(J.S, ils-,

face. — Si le point P traverse, au point P,,, le bord qui sépare |les

deux parties du plan où les densités sont égales aux constantes p, et po

respectivement, la dérivée , éprouve, en général, un changement

brusque dont nous chercherons la valeur dans le cas où le point P suit

une droite PP„P,. Nous avons trouvé la valeur ^ de cette dérivée

au point P„ (§ 6), l'élément ds, étant dirigé vers l'intérieur du

domaine (p,), et la valeur limite
(

'

) du côté de la densité p,(§ 6).

Alin de trouver la valeur limite
(
^

—

t- ) de l'autre côté il nous

faut remplacer dans la formule (i4o)

/ p,, p2, p., a et ffl,

(i45) < par

'

p2, p]. — fi. — at et 2 7l— <p,

l'angle (p, étant remplacé par - — cp, et tz., par - — tp^.

Nous obtiendrons ainsi les valeurs suivantes :

, ( ) =K»,,,+ ^(p.,— p,)[(7T-+-2|^)C0S2f/+sin2fx]c0S(p

\ — T.piC— (p, — p, )a sin 2pt sino,

(i46) ( (;ÎÏ7^)
=lv?,--;(P2-p.)[('r--îF)cos2,a-sin2p]cos9

I
— TipoC — (p2— p,)a sin2fjt sin 9,

;— lim(p.,— p,) /_ cos(c,— (-3— cp)sin(t',+ C3)— pouril>: =?-

Pour la dérivée au point P» nous trouverons la valeur suivante, en
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jKisaiit dans l'égalité (loo*)

('48) — cp, sin2|jLSincp sinap. cos<p

l^î,
.s.,
— TTp

I
f + ( po p , ) ( H /-J"-

)
COS 2 p. COS <p

— cp, sin 2|jL sincp — •

ÔS^ as,
" K-<,— T^p-2C— (pi~ p, )

[^(^^
- F-) C0S2f/ COS(p

]•
•(ti— cp,)sin2|nsiiiq3H— siii2jjicoscp

selon que rélénient ds, est dirigé vers l'intéiieur du domaine (p,) ou

du domaine (p^).

Si Télément ds\ est dirigé en sens opposé à f/.?,, il faut changer

(i^g) K.°(,, p,. p.j. fjt et (pi en — Ks,.ç., pa, pt- — p- et cpj+TT resp.,

(•5o) •• jjrjj; =- K?,.,+ Trp.c + {p,-p,)

X ( p. )
cos2|ji costp + Cp, sin 2p. sin o H— sin 2p coscp

,

=: (p2 — p, )
[(cp, — a) sincp + COS 9] sin2p,

OSf ds., \dsi ds,
/

p

(•^'' ' J?:^ -^
^Î^Ï^T:

= 7r(p,-p,)(cos2pcos9-f-c),

J^r^^SÏ^ =-7:(p..-p,)s,n2ps.ncp.

Enfin, nous trouverons pour la fonction AV (ï; 5)

(,52)
j(AV)p=-.p,(c-^c').

(
(AV)p,=:-7rp,(c-)-e'),

(AV)p^ et (AV),^ étant les valeurs limites de AV des deux côtés du

Ijord
;

(i53) .•.(AV)p,-(AV)p.,= TC(p,-p,)(c + c').

Journ. de Math. (6" série), tome V. — Kasc. II, 1909. 22
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De plus, nous trouverons (45)

(AV)p,— AV,i=— i(p,— p,)(.y-,J;,)[coS(2/+4.)-COs(2/'~.l;)].

(AV)p,— AV,,= 7:(p,-p,)'^-'-:^(p2-pi){^'-J^,)

X[C0S(2?. + (];) — COS ( 2 /.' l\l)]

-I- 7r(p,— p,)cos(2/.-+- 1{>) pour lij'-^r. — l,

(AV)p,-AV„=7r(p,-p.)c'-^{p,-p,)('|,-'y)

X [C0S(2>. -\- ^) — COS (2/,' — il)']

+ 7T(p.;

—

p,)cos{2/.'— 'Jfi) pour o<'|'<À'.

En renversant la direction de ds, et ds', il faut augmenter \', et 1'

de ~. Donc nous trouverons

(i55) A\',,+ AV2,= 7r(p2— p,)(c + c').

Remarque. — Les premiers membres des égalités (147) et (i5i)

peuvent être remplacés par des expressions analogues aux premiers

membres de la seconde des égalités (j4o)- Sous celte forme ces éga-

lités ont lieu même dans le cas où K",^ n'existe pas, c'est-à-dire où ces

dérivées ou limites n'existent pas elles-mêmes.

CHAPITRE II.

LA bÉRIVÉE PREMIÈRE DU POTE>TIEL LOGARITHMIQl'E d'uSE LIGNE PLANE.

9. Existence de la dérivée. — Soit f^o une masse finie répandue

d'une manière quelconque dans le plan, et soit

(•56) V=y""loglc/fx

le potentiel logarithmique de cette masse au point P, R étant la dis-

tance P(^ de P jusqu'au point Q où se trouve l'élément de masse. Soit
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di:- plus

(107) v„=
I

log-V//^

le [)Ol(Mili('l loLiai'ilhiiilquc de la masse considérée pour un point

fixe Po, /•= l'oQ- Posons

(.58)
r = ht,

R = II,],

cos(/(, r) =-. Il

. . K =: \/r- — a rhu -H //-,

('39) ^ „
r^'' tV- V„= / log-f/a.

Nous supposerons que la masse a„ est répandue de telle manière

qu'à tout point P le potentiel logarithmique soit fini. D'où il suit que

Tintégrale de (159) est finie, quoique la quantité log - devienne infinie

pour / = o et pour t = u = i . De plus, nous supposons que nous pour-

rons prendre les éléments (i'[;i. dans un ordre tel que nous commencions

à prendre tous les éléments des points Q' pour lesquels PqQ' est plus

grand qu'une quantité r; puis successivement la somme iS(i. des élé-

ments pour lesquels '"^^PoQ^ /' -I- or, de manière que nous pourrons

ecri re

(160) ;
'•o'

-'P„Q' = o

l 7 c/fji = o/jt,

/•

et, par suite,

(161) \_V„=/ U>!X-r/,j.+ log-f/p.,

u- éianl une cousLanle >• 1 el a( u// ) la valeur de [j.( r) [)our /
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En développant log- pour / > i, nous trouverons

l(>£-i=-F, limPfinie;

donc nous pourrons choisir la constante w assez grande pour que le

second ternie du second membre de l'égalité (i6i) soit plus petit

qu'une quantité donnée d'avance, quelque petite qu'elle soit, quelle

que soit la valeur de //. De plus, lim a(uV/) = o; par suite, la quan-

tité /i peut être choisie assez petite pour que le premier terme du

second meml^re devienne aussi petit qu'on voudra. D'où le théorème :

Théorème. — Si le potentiel logarithmique d'une masse finie

quelconque est fini au point P, et en tous les points du voisinage

de Po, ce potentiel est continu au point P„ dans toutes les direc-

tions.

Posons dans (i6o) dr au lieu de cr, et soit

, dix =1 (j(r. Il) di\

Nous supposerons, dans la suite, que la quantité

reste toujours plus petite qu'une constante finie. Si a est la valeur

maximum de r, nous aurons

= / y CT(/(/,//)iog-(//



LES DÉRIVÉES nU POTENTIEL LOGARITHMIQUE.

w étant une constante telle que i < *^' < r- Ov,

/ V ff log^a'/ = / y 0-) iT'(logn' — i),

OÙ m désigne une valeur moyenne. De plus, nous pourrons écrire

7 = VC — ')'-!- 2/(1 — ")7 ••'/ = (' — '),

'/
.

= G(,

r/i

— I
I

logir — I
— I I);

G étant une quantité finie ^^ |(t|, .•. 1', reste plus petite qu'une con-

stante liiiic pour cliaipie valeur de h, c'est-à-dire que

liml, est (Inio.

Pour / ^ I , on peut écrire

loe- =:
1

-P., lim P, finie,

où les deux derniers termes ont des limites linies pour lim h = o,

l'indice m désignant une valeur moyenne. Nous pourrons donc énon-

cer le théorème suivant :

Théorème. — Soit a,, une niassr finie répandue de manière qu'on

puisse écrire

(|63) (l^j-z^dr^ a(r,ii), ii =: coi{r, dx),

OÙ da est i'élément de masse en un certain point (^, / la distance

PoQ de (^ à un point fi.rc 1\, d^< un élément de ligne émanant du
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point V„, et 7 \'j\ itric quantité qui reste plus petite qu'une con-

stante finie quelle que soit la valeur' de r. La condition nécessaire

et suj/isantc pour qui' le potentiel logaritJimique de celle masse

ail, au point Po, une dérivée finie dans la direction ds, est que la

quantité

(i6^) Wi^lim / 7 a

u

— soi I finie.
Il = oJi, -^^ '

Nous trouverons

W, =:lim\Vi'',

(.65)

g =iinig,„

'^ Il *-
i/ii

<7 = \/t-— itii -+- 1.

dt.

Si les quantités

(.66)

lim ff( /, 11)^1^

I i II. Il

sont dt'-terininées, nous trouverons

j

Q=:Va„L,

j
L r^- tl„— \i l — «;

(
- 4- laiig"

('(37)
V 1 — «J

; co^d|, — (71 — o„) sinOo.

0(1 ^ limo.

d ;^ Piiimle ( /, ds). // :=! coso, «n^coso,,.
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ConoLLAinE. — N/ ^\ cxislc, nous Iroiivero/ts

(i68) '^'7^1/0= o.

Remaïque. — Nous supposerons dans la suite que la masse est

répartie sur une courbe qui passe par le point P„ et y a deuv branches

à tano-entes déterminées. Nous aurons dans ce cas

(169)

—;— ^ / (ct coso-i-o' coso )

as .1 , r

-t- g\, coso'j + ff'^ cosoj, — (7'„(7r — o„) sinô',, — a" {t. —
ô'J,)

sino^,.

où a' et d", II' et a", t' et o" se rapportent au\ deux branches respec-

tives.

Cas particulier. — Si, au point P„, la courbe a une tangente

unique, on aura

i Ô'„ -I-
Ô'ii

=r TT, .
•

. «'„ -I- u\ = o.

(>7o) : .-.'^^ f\^'u' + ^•'u")—

et, SI ^r- existe,
as

(171) (a; — ct; )(/'(,— o.

Pour la dérivée normale, nous trouverons

^ '/""//• 11
'

Il - Il
^l'' 7: , ,— = 1 ( cr siii?/-|- ff' sin A )
— (o'n-l-ff,,),ni r 2 "

(172)
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iiani du point I* clans une direction quclconqne;

(74)
0\/.

Os

f^° à
,

I
,

/''"" du. ^ ,

R étant la distance PQ. Soient de plus

(«75)

/•^Pi)Q. o = l'angle (A. /), m := l'angle (A, r/.î) > o,

si ds se trouve du même côté de P„P que /•, et < o dans le

c.is contraire, et u =; cosi^.

.-. R = \/ r- — 2 rhii -+- /(-,

ru — Il ;• sin o .

= -—r; cos',) H r-—^ sinti);

. —;— = ces to —; h sinfiO ——

1

ds as, fis.

('76)

ds, J„ H-

l'élément d.s, étant pris dans la direction de PoP, et ds^ dans la direc-

tion normale à P„P. Posons

('77)

et supposons

('78)

/• — /il,

R = Ar/,

('79) ^

as,

ds,
~ —à

\ .
•

. «y =;: y /-— -itu -+- l

dfx =z a dr, u finie,

dr

dr
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Nous clisliiii^'iiei-oiis deux cas :

173

Cas 1. —
lim^ ^ o,
/i=0

par suite, nous pourrons passer à la limite iininédiatcmenl, et nous

trouverons (179)

(.80)

(.8.)

/, = (,
Os^ .

/, = o os.

dr
ff COS Cp —;-

1

dr

L, =— (- -- 9„) sincp„, cB„>o,

L, ^ (t^ — ?o) COS90.

(7„^limc7. o„^lim(p;

,

(^loï

/i =

1.' - ( 7: — -Jn 1
siii£ .

= l'angle (c/.v, /) = -j — 'o, £„ = liins.

Si la masse est répandue sur une courbe (pii, au poinl I\,, ait deux

Journ. de Math. (6" série), tome V. — Fasc. H, 19011. - '
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branches à tangentes déterminées, nous trouverons (i 8i)

\ W''"= / (0r'cO5£'+ a"cos£")— ,

( Q' = — (r;(7r — 9o)sin£'o — C7;(7r — <?;;)sin£;, cp'o > o, ?'„ > o.

Corollaires. — i° Si W ^ (wisie,

(lS3) (Tg COS£'„ + 0-'^ COSê'^ =-- o.

2" Changement brusque de la dérivée. — Si le point P traverse

la courbe en suivant une droite, la dérivée éprouve, en général, un

changement brusque. La valeur limite de l'autre côté s'obtient des

formules précédentes en y changeant cp, w et £ en u — ©, i: — a> et— e

respectivement. En désignant les limites de —r^ des deux côtés par —-^

et —7^ et la valeur de la dérivée au point P„ par -p, nous trouve-

rons (167), (1B2)

i
——^ =Wj-+- t7j, cosôji H-o-Jî cosâj— o'ô(7r — i5[,)sino[, — a'(,(7r — ôj) sinâ'^,

f tJV_
,

.
, „—— = Wi+ C7„Cp„ Sin£„-t-CT(,0„ Sin£„, Oo>0> 9o>0'

£„=ô„ et H„ = o„,

si o > co, c'est-à-dire si l'élément ds est dirigé vers le côté positif de la

courbe, et

£'„ =— ô„ et £'ô=— Ô;.

si O < co, c'est-à-dire si l'élément ds est dirigé vers le côté négatif de

la courbe.

Si l'élément ds' est dirigé en sens opposé à ds, il faut changer ^^ i,

Oj, et Ci\ en — >\ ^, z — o„ et t: — o|^ :

(i85) .•.-—=— Wj— ff^ coso'j, — o-'ô cosôj — (j'^Oç, sinô;, — 01% sinô^.
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Des égalités (i8/i) et (i8.'")) nous tirons

^î TT =—7^1,
as os

'77

(i86)

(Js Os

{ "dT Os

= -7rr,

= 0)1 —r', o > w.

—p =z(27r — co)r — r', si <?o<w,
cJ.s- d?ds Os

\Y ==<j'f,
sinô;, + al sinô'ô, T' = a^ cosôô + <tÔ cosâ'^.

Remarque. — Si W, existe, nous avons trouvé

(i83*) r'r=o.

Si W n'existe pas, le système ( i8G) peut être remplacé par le sui-

vant :

(' ,"!"„ [/iT
^^'"-~ '^'"^ ^ /T^^^" -~ ^'"^1 =- ^ï'

-
^'^'^

. fd\i,^, 0\n

/, + = oV dv
//_=0

ds- /

(87)

mais

c ^ lira log -T-

=— 7rr-r'c,

=Mr— r'(n-c'), si cpo>&)-

= (27i-w)r — r'(i-hc').

c ^ lim 102 -77-)

//+ et /l'î'iia^io) étant les valeurs de// pour deux points du côté positif,

/i_ et A' (9 < w) étant les valeurs de h et A' pour deux points corres-

pondants du côté négatif.
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Les deuxièmes membres des égalités (187) deviennent identiques à

ceux des égalités (i8()), si

(iS3*) r'=o,

ou si

(188) h^=h_=-.
e

Cas pardculier : Point régulier. — Si les deux branches de la

courbe ont une tangente commune, nous trouverons oJ,+ o^ = 71,

(189) .•.r = (ff;-ha';)sinô;, r'= (a; — (t;)cosô;.

Pour ct' = (7° nous trouverons dans ce cas Y' = o et

("90)
as Os

—;— = Wç— UCToSinSo, -^~ = W,-l- TTffo sinEo;
as as

par suite, les limites --— et -^— sont dans ce cas indépendantes de la

direction de la droite P^P.

Cas 11. — Lim cp = o, c'est-à-dire que la ligne suivant laquelle se

meut le point P vers le point P„ touche, au point Po, une des branches

de la courbe où est concentrée la masse. Dans ce cas la quantité q
devient inflniment petite pour des valeurs infiniment petites de h, car

alors lim w = i

.

Avant de passer à la limite pour lim // = o dans les égalités (179), il

faut étudier séparément les quantités

(-90

0.,= / ij(nl)sinw 1 o</<i,

où t7 et u se rapportent à la branche en question.
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.

I ^t)

l']n posant

i /=! — T poul' I
— X^iil

(«92) et

' t^'z—

i

pour i5/Si + x

et en observant que

I — Il i — Il

q- (<_,)2-H2/(l-«) =

nous trouverons que la quantité O, peut s'écrire

^ r''T!7{/« + /!T) 0-(/; — /iT)"l ,
,.

• C \- '0,= / — ' ^ -T «? + «,. lini a, H^ a, lime, Uma.^o,
Jo L 'Jl '/; J /^ = o

M_^=; COSO_,_, M_^COSCp O^^ O { h -j- Il 7, /l)

,

(I)_=^o{fl — /(T, /()•

Or, en posant

<-/'= V'--+2(l —T) (!—«<+),

nous trouverons

o - -;ï î = 77-^; = 4.

où le deuxième terme du second membre a pour limA = o, une

valeur limite finie qui devient infiniment petite en même temps que x.

Posons de plus

2(1 — «+) = <pj— cpip((?+), .•.fA(0)-=— ,

T r TwifA •T-9^(i — ffl^H-)

•?' q' q'^q q'-q'

Mais

?±<
,

'

1 V^(l-<p|p)(l-T)
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.•. pour des petites valeurs de t et o

z z
o <; —7- — ^7 < l'ne constante lime.

'/- ,-

liraa,^ Oj finie, lim«;,:zio.
''=0 V.= i) '

En traitant les quantités

/ -^^
:.

-Z(k et o,

d'une manière analogue, nous trouverons le théorème suivant :

Théouéme. — Si le point P .^e meul suivant unr li^-ne P„ 1' qui, au
point P„, touc/te une branche de la courbe qui est pourvue de niasse,

pour que lim -^ soit finie, ilfaut et il suffit que

lim( W/,4- O/,) soit finie,
/, =

I ( ).. r- rn<ir,\ I rrl hl\ —^ i_ ci. , . / a [lit] - -

I o < X < I.

Si

lim = 0,

(94)

= iimO/„
A= o

la valeur de lim —^ ,yera donnée dans le système (181) <?« y posant

cp„ == G yoo«/' /a branche en question.

1 1. Continuité de la dérivée. — L'existence de la dérivée -- en un
as
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point situé sur la courl)e matérielle ou de la limite de la dérivée exté-

rieure dépend essentiellement de Texistence de la quantité

W<=:lim\V'/'.

Cette quantité Wf ', rapportée à un point P situé sur une branche

de la courbe matérielle, à la distance X- du point P,,, peut .s'écrire

(195)

W

R =1 PQ = y/,-'--2/-A-(/ + X%

A^P„P,

u ^ cos ( k. /•) ^= cos o,

ni — k /-sino .

(' =: COS ( U, as) = 1^ cos (,j H r—i- sin tij,

K K

[A(A, étant la somme des éléments de masse pour lesquels R'Sh,

co = l'angle (/r, ds) et cp = l'angle (A-, /•). Posons

/ r = ks.

('96)

R r^ A/?, .
•

. /J := s/S- — 2SU -\- l.

W/, = cosoj / ^ — c/ul' H- siiid) / * sin cp

rfp.'

OÙ /? ne peut s'évanouir que pour u.^, = o, car alors

i =3 M z= I .

En procédant comme dans le paragia[)lie précédent, nous trouve-

rons le théorème suivant :

Théoiième. — La condition nécessairr et suffisante /loi/r que la

quantité W (jui correspond au point P(/-=A>o) de la courbe
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matérielle existe, est que la quantité

H ^ lim H/, existe,
//=0

(97)
ô I

; -rtU -f-Sino) /
? ^l^'

(S — i)-+9-

p.j( étant la valeur de a' pour R = />x, x étant une constante arbitraire

telle que
O < X < I .

D'autre part, la quantité

(19S) lim(W;">-H/,)= r'Tc

s s'in

s — i -t-9-,.

f/jji'

/;
ly^'

est continue par rapport à A, si A" est > o, et la limite pour [x^= o du

premier terme du second membre de (191^) est égale à zéro. Ce terme

peut donc s'écrire

=J ^J '
">''

-, a

OÙ a peut être prise assez petite pour (pie / soit aussi petite qu'on le

voudra. L'intéi^rale / a une valeur limite nulle pour lini A == o,

lim 9 étant = o, et p étant toujours > o, parce ipie s — i ne peut j)as

k = a '

s'évanouir en lie les limites a et ix^ de l'intégration. D'où il suit que

la limite pour A — o du premier terme du second membre de l'éga-

lité (it)8) est égale à zéro. Soient Q, et Q, les deux points de l'un et

de l'autre côté de P pour lesquels li. = o^, [x étant comptée à zéro au

point P, et soit le point Q, situé entre P„ et P. Soit de plus Q3 un
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point de l'autre branclic pour lequel P„Q.|=: P„(^2- l'osons

et soit 1^1 la masse qui se trouve entre les points Q, et Q,. Posons

— Hl= I [cosw^ (- siiiu sincp —-
I

rf/j.'

su — I u
sinco sin ©

P'
- dW

(•99)

W

r— / COS ( O — M
)

r"" du
'.= / COS ( o — w )

—^
;

d[i.'

Le deuxième terme du second membre de l'égalité (198) est

^'i—m-
Posons

(200)

(201)

limWJ.= \V°

•.lim{W/,— H,,) =W— W-hb, lhnbz=o,

où W" est égale ci la valeur de W.t pour le point P„, Nous pourrons

donc énoncer le théorème suivant :

Théorème. — La coiidllioii nécessaire et suffisaiilr pouf que la

dérivée — soit continue lorsque le point P se déplace suivant la

courbe, P,|P > o, est que la quantité

(202) 11 -t~ {) soit tontiiuic au point P,

H étant donnée par les équations (197) et la quantité Q (,i*'7) étant

rapportée au point P.

La condition nécessaire et sujjisantc pour que —— soit continue

Journ. de Malli. ( 6' série), tome V. — Fiisc. U, 1909. 24
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au point P„ sin\a/it une branclw de la courbe, est quelle y eciste

et que

(aoD) lim(ll + Q)r=H»+Q»,

H" étant donnée par l'équation (200), et Q" étant la valeuj- de Q
au point P„.

Pour la continuité de Uni-—^ il faut remplacer O par O' (18O
/, = o os •' '^ -v f <. /

et Q„ par Q„, Q' étant rapportée au point P et Q^ au point P„.

Remarque I. — Soil par rapport au point P

(204) d[i.z=ad^, (To=limt7.
R = o

Si (7„ est continue lorsque le point P se déplace sur la courbe, et si,

au point P et dans tout le voisinage de P, la courbe a une tangente

unique et bien déterminée, les quantités Q et Q' sont continues;

par suite, la continuité de la dérivée -— et de lim—-^ dépend de la
Os /,=„ ds 1

continuité de la seule quantité H, H" étant considérée comme la

valeur de H au point P„.

Remaïque II. — Soit par rapport au point P„

(200) d\x z=2_, '^ dr

.

lira(T = ffJ, el =r cr^

pour les deux branches,

110 ' r' d^
' c i ^ '\ j . r'"' (t-'<

.-. 11"=: (7 cosw / h a,, cosw / ] ds — ff,, cosw / —

„ r'" / Slla-- I . . .s \ ,
-)- (7„ / cosw

:;
siiio) siny -—

- c(.s

.'„ \ P'o l^'-J

n r" r /'"'o— ' "ii\ • /' i' iM
4- 0,1 / cos w ; — sin fj) siny —

Js\ L V PI « / '\Pi '-/J

, C''' ds— (T„ cos(7 + w) / —,

où
5°z=lini5i, a" =: lim.Çj,

H„zizcosy, /)o=:y/i-= 2.«»(,+ 1, y^linip
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pour l'autre branche égale l'angle. que font, au point l*„, les deux

tangentes des deux branches. En intégrant et en supposant v^'-^i

et 5"> I , nous obtiendrons

x, — I

H" := (7 g COS r,j log -= -|- (t", ( 7T — y ) SI n
( y + 0) ) .

Or

(206) .•.H''=aû(7: —y)sin(y + w).

La quantité H/, peut s'écrire (197)

,, r (s — I) OOS'.l + o sinr.i /H/,=
I

a r,

^

fls-^f
(<! I ) COS fj) + © s 1 11 0)

..

'

rt.Ç,

s — I + 9-

où I — X| ^ s,, I — y.., = «o, et où i — a, et i + os.., sont les valeurs

de s aux deux points pour lesquels ij. == a,^,, jX;/,) étant rapportée au

point P,
iraa, = limaji^ o, lim/, = limx, 1= x.
= /i = o * = A-= o

rons

/

IJa= co

Posons d'une part i — .v :^ t et de l'autre 5 — i=:t:; nous trouve-

/-•'•
r a(/.+AT) _ a(/.-/.-r-, 1 ^^

(207)- . H-SIMm/ -^ f^ 1 ;;— f/r

j ./a, L '- + ?; ^ -+- 9 - J

f
/'"'' cr(7,- + /,-) (tcosm -i-Qslnoi)

, ,

9+ et cp_ étant ce que deviendra 9 en y remplaçant s par 1 + t et 1 — t

respectivement; [3 est indépendante de oc, et a^ et lim [ï = o.
A = ,

Co.v parliculiers. — 1" Point /'e<;ii(ir/-. — Si le point l\, est un

point régulier, nous aurons

y = 1T,

ll"=o.
(208)

2° Ligne droite. — Pour o = o, respectivement =- pour les deux
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branches, nous trouverons

,
H"=o,

(209)

(210)

.' ,. r" dix' r-'<J(k + kT)-a(k-k-) ^
] H := cosw lim / —'— irrcostolini / ^ -ck

La dérivée normale est toujours finie, et sa valeur est (1 72)

dn
= (cr, + cr,),

a, et To étant les valeurs limites de a des deux côtés du point P. La

condition pour la continuité au point P„ de toute autre dérivée est

que lini H == o. Cette condition peut être écrite
A =0

"
ff(A + .r) — a-(A — j;)

(2.1) lim f -dx = o.

d\
La condition de l'existence de -r- au point P„ est

(312) W^cosco / {a' -

dr
une quanlitc finie,

(t' et a" se rapportant aux deux branches de la droite des deux côtés

du point P(,.

3° Ligne brisée. — Pour 5 = et = — y respectivement, nous

trouverons

dz^ o < X S I
,

(2.3)

11"= cr'ô(7r — y) siii(y + u),

H =cosco /

/" r ; » T dr
[(7COS(o + 0- COS(y + (•))]—;-;

Q°= ctJ, [cos w — (tt —
I

fo
I

) sin
I

f,j
I ]

+ o-;',[«-f's(7 + f..) — (tt— I7 + '-o|) >ln|y -1-(.j|],

Qô=— (t;( 7: — 9„) ^1 II w — £7 ;;( 71 —
I
y + ffl„

I
) si 11 (y -t- to),

liin(^) ^ — T.u„ sin| oi |.

A =0
I Q'=— T.(j'„ sill w.
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o„ et co étant les angles que font le chemin P„P et l'élénient ds res-

pectivement avec une branche. Si W" existe,

I (jj, COSO) + (t|^ cos( Y + w) = o,

) .-. Oo= — (7;( 71 —
I
col) siFiI&j| — tT;( 71— |-/ + w|)sin| y -t- &)|,

.-. la condition nécessaire ot suffisante pour que la dérivée -— soit

continue au point P,, est que V" existe et que

(m5)
r, = ct'j sin &j +-

<jI
sin

( y + w ),
— y £ w 2 2 7: — y.

Pour que lim —— soit continue, il faut et il suffit que W„ existe et

que

(216) limH = o„r,.

Remarque. — Si y^r. et si ^^ existe, F, n'est pas nul (2i4)-

Par suite lini H n'est lias nul, si lim —-^ est continue. Mais II est indé-

pendante de o,,, .-. si y =?^ - la iiuantité lim—- ne peut pas être con-

tinue que pour une valeur unique de o,,. L'égalité (2i(j) peut s'écrire

(216') 9o[o'[, siiico -+- al sin ( y + w)] = cosoj lim / - dx.

CHAPITRE III.

LA DfiKIVÉK SKCONDE DU J'OTENTIEL LOGAIUTHMIQUE d'uNK LIGiNE PLANE.

12. La ligne est une droite. Dérivée suivant la ligne. — Nous

supposerons dans ce paragraphe que la masse est concentrée sui- une

droite, cl qu"on peut écriie l'élément de masse du. sous la forme sui-

vante :

{. f/|j. =: [ffo-t- ^' ffC r)] (/'•. lim a(j) finie = Co jxinr j: > o,

\ f/jjL ^ [(7, + .7- !t( JT)] rfj:, lim a-{i) finie =: tr, pour .c < o,

a-„ et 0-, étant des conslanles, cl la droite considérée étant prise pour



l88 HENRIK PKTRINI.

a\e des x. Nous trouverons pour l'origine P,, (170), en observant

que /• = X pour ,/•> o et = — x pour ./; <[ o, et que Tangle (/, ds) = 5

pour a; |> G, mais = n — S pour ic <] o,

(J^

= W„+Q„

(2,8)

w„ = WJ + w„,

W» =linir(a„— ai)cos(Jlog^l,

Wo ^cosô/ [o-(a') + o-(

—

X- )j (/j;-,

Q„ =:(5'o

—

cTi)cosâ— 7TO-0 sin3 + ((T(,— cr|)ôsiiiâ, ô > o.

Pour que ( -j- \ existe, il faut et il suffit ou que o = -, c'est-à-dire

que la dérivée soit normale, ou que a ^ a-„. Nous trouverons pour les

deux cas

'^\
_(2190) (c^o

{219") \\à.^).'
TTffo SinO,

Pour le point P, situé sur l'axe des x positifs à la distance A' de

l'origine, nous trouverons de même

(220)
C'Y , /•
—— r= A COSO /

k cos ô /

a{k + x') — a{k — x')
,

-A (j(k — x')

''L
COSÔ / I7(x)c/x

7r [o-„-t- A' (7{A
)J

siiiô

A-

ff. COSÔ losr + (t7„ CT,) COSO
a — k

(221") 7(!7„— ffi)— TICT(/.),

(221'') ' <7„ ^, a + k . r"""
COSO loiT' 7 COSO /

tAz''

—

n'J(k) binô



LES DÉRIVÉES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. I 89

Des égalités (221") et (221*) nous tirons le résultat suivant :

Théorème. — Si la masse est répandue sur une. droite de la

manière ( 21 '^ ), il faut et il suffit pour l'existence de la dérivée -—

r

suivant la droite que

(222)

et que

H|)=z une quantité finie,

où
'

ff(A--4- .r') — â(/,- — a-')

^0
clx'

,

et la imleur de la dérivée est donnée par la formule

(220) — r=. otdCoso— 7ra„ siiio + n„.

Remarque. — Si l'élément ds est pris suivant la normale, la seule

condition à remplir est a-, = ct„, et l'on trouvera

(223") 3 — =:— T.a„.

15. Dérivée extérieure en un point de la ligne. — Si le point P
se trouve extérieurement aux masses qui, par hypothèse, sont concen-

trées sur une courbe quelconque, nous avons trouvé (§ 10), en posant

PoP = /;, r= A/, R = Iiq (179, 181), P„ étant pris sur la courbe,

ds

as,

0\n
as, ds.

-^r dt.

(224)
'

<^^'" V f' ^'''

lim
,)\'n

« as
:li,nV r ds

-^(7o(îT — Ço) sin£„, >0.

(p = (P„P, /•), Mz=(]W\ds). £o=lini£.
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OÙ la somme est prise pour toutes les branches de la courbe. L'angle co

est compté positif dans une direction telle que c/v se trouve du même
côté de la droite P,,? que r,

(225) .•.e=:o — w. o<9„<27r, oSto^27r.

Supposons pour chaque branche

(226) ff := (7o -i- / 0-(/'), lirn I7( /•) fiûie =: CTo.

(=0

et posons

(227) V,,= VX + V;„

V^ et Yyi étant ce que deviendra V^ en y substituant à la quantité a- les

valeurs a-,, et ro- respectivement. Enfin nous supposerons pour chaque

branche

(228) © z=
«Pd

4- /• tp(/-), limtp finie = 9o<

cpi, étant une constante. IN'ous aurons

tu — l II 211^—1 1 >• r> r •= 1- : T—7 I . Iim F unie
;

par suite, en posant

tu — I (/ 2 m'— I

q-^ I t

et en employant la formule

/(9)=/(9o) +''»/{?i), Oi=Oo+9/-cp, o^O^i,

nous trouverons

tu — I (/ 111-— 1 ///„

—

I Ua lu;. — I — _
q'- t f' ql t t- ^ ^^"

(229) / ,,, , _ . r ^ it{lu^—\) I 4(/,] sincp,

i I//Î q\ t t- ] t'

(
lim I', finie,

OÙ «0 et y„ d'une part et h, et q^ de l'autre se rapportent aux quan-
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.

I()I

lités o„ cl 0|. Nous pourrons donc ccrirc

s, h =(. tf.s-, /

//

// V rAv, ;, ^„ ds-,

' V r'/l" — ' '"(1 — i\ ,
I V /'"i":, — '

' V^ /'"/'/"il— I "i)\ V f'-,- , ,

V /"'(2"'— — (2HJ— l) -ri -
T,

.= 2^°o \ 71
(t/- — J^(7„©„T, sincpo

\^ I
., ,

I 1- v /' ^^''

-(7„(2 II- — 1) — -liiii > (T., / // hri,. limr)i = o.—- « /'/,=«—^ J,,
'•

/, =„

En supposant u„^i, nous aurons

J„ L'7o 7^ J J, L'y« VJ ' I

= I 2«„+ 2(2«J— l) -^ ^•

De plus, nous aurons (ii^O) pour w =; o

,. à\^. / à\"
lim —7

—

(^)=-2^""»=«'

1 (J.s' ()S,
~

I +
(23o)

d.s' <)s,

+ 70-0 0,1 1 siii'iÇu— 2(7: — 9u) CÛSSOo] 4- W'"',

(/r
COS 2 0|| )

—

-

Joiirii. de Math. (>>' série), tome V. — Kasc. Il,
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avec la condition (i<3(S)

( '!3i 1 . > (y„i/„z= o.

l'clcnienf, cis' étant pris dans la direction de P„P, c'est-à-dire de f/s,.

D'autre part, nons aurons

/sino sino asiiicocoso i _^ , t^ ^ .

r^ -- -I
'

-\ I. Il m P finie.
'/- I /- t' , = ,

et, en employant la même méthode que précédemment, nous trouve-

rons

/ /siiio sino sinacp /sino,, sino,, siiiaoo

(232) {

' '"

Nous pourrons donc écrire

I (ô\l â\V\

/•fflK, (9,).

I X? /"
. dr ' ,- X^ / "

• dr
-^ r - '^o I

sincp -^ lim > ct,, / sincp^—

h \ ûs-, /,.= „ dvi

= N o-„ / ( sin 29 — 51112 oj^^ +^o-„»oTo

1 V' . I .. v' / . rt/' ,.> cj|)Siii29„ — — liin > Cl, / sHio 1- rio. limr/.,^o.

T,_ /•'r^-"'"7"-'i,/,

=^ 1 + //„— 2«^— 2(7Î — 9o) sill2 9o.
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De plus, nous aurons ( 186)

(233) lim——i — (
—— ) = — i^ 7 ffocoson—^ a„ sinoo

( i2 = - si o„ > -, mais 12 = —^ si o,, < -
) :

V 2
»

2 2
•" 27'

19.3

rfs

'
V" v^ I

T-r— =r — 7 — (T„Sin2t

(234)

V (7„9o[cos2a„+ 2(77 — 90) Sill2 0(|] + W»-,

W"^ = limWX^
//=0

dr

(235

1
^^'5l,-^ 7 ffo / [sin2 9 — sin2 0o] —^^

Ji,
''

avec les conditions

I
2<7osin Oo=o,

f / ^ g|) coscpo^ o.

Plus généralement, nous trouverons

-VT-r=— ^ -cr„cos(20„— w)-t-Q»-l- W,

Q° = X,''" ?or*'"(2?o— W) — 2(7t — Oo) C0S(2tp(,— 6))],

(236) ,

W);^^(7„ / [C0S(2 9 — Oj) — COS(2 9o ^j)J^r

avec les conditions

l 7 !7„ COS
( 9(1
— to ) =: o

(23;) . et

f ',i > î'o siii ( 9d— o>) = O.

Rcmav(]ur. — En posant

(23.S ..^-^ = h„, -—^--(\;,-\ .
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les deux conditions ('2'^'] ) se réduiscnl à la condition unique (1B7)

(33;*)^ ' ^ ' -/>

' £2 EEHE 'jj pour 9o>oi, mais r= w — 271 pour cpo<;o).

I']nlin, nous aurons

/ (7 COs(o — ',)) fit.

I
I
(A

/,
/'A \ 1 v^ /''-/(/ -1 , V /

/( [
ôs \ '^-^ ,ij -^

. „ 7 •Il

. l' dt
SIM O -—

7"

ces (.1 > / 0- ; "
I
Ctt

t-
,jV / rri\noi '— —i— ^^ )'//

,)s' as ~ ^

c-co'(o — ',)) f/< 4-'^ / o-cos(

(7„(7: — 9o) sin(2 9(,— w) + W,

: 9 — 'j) )
— 1

(539) W=:lim\V,,.

i
W;=2 f"^c,M-^o-.)^.

Nous pourrons donc énoncer le lliéorèmc suivant :

TiuconÈME. — Si la /nasse est i-èpaiidae de iitaiiièfc que poiii

chaifue branche

1 d[j. =: n (Ir.

I
7 = o-„+ /• !?(/•). liin (7(/) liuie — r7|,.
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rt si rangle Z/^^{(f.s', r) peut s'èciirr

(228*) ç> =z tp„-(- / o(/'), liin 9(r) finie =r cp„.

les conditions nécessaires et siijjisantes pour l'existence de la

dérivée
,

au point l'„ sont que les égalités (237) soient satis-

faites et que la quantité

(240) . W,,= liniW;/t'

soit finie ^ oit

(2/,.) W.'/;=V r [aCOs(29-t„)-^„COs(2ffl„-00]^">

w étant l'an irle (<ts' , ds). Im râleur île
, , ,

r.v/ donnée par la for-
• - os ij.s I •'

mule

(JH v^ 1

\ ds' ds ^ jL^ a ' ° '

I
QES^cr„9„[sin(2'j„— r,,)

— 3(t: -9„)cos(29„— 0))]

I
—^ î7„( 7: — 9o) sill(2 0o

—

m)-

1 0<Cp„<27r.

14. La limite de la dérivée pour un point extérieur. — Soit P un

point extérieur aux masses, et posons P„P = //. Soient, de plus, ds^

et ds., deux élémenls émanant du point P dans des directions qui

fassent les angles cd, et o), avec la droite P„P. Si Y/, est le potentiel

logarithmique des masses pour le point P,

pour du. = 7^//', où la sommation s'étond sur les diverses branches
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de la courbe, et où

1 r=]\Q.
\ « = coso. 9 =; l'angle (/i, /),

/ 'f\ j ,r> j N
riii — /ic, /n j s

nu— lie

R '
^ ' "- H '

Iî/

, := COS ( /•, f/i,)=C0S(9 — OJi), «2=: COS(/', </io) = COS(cp — (.),)_,

Ci=COS(/(. r/.V, ) rz: COS'jJ,, Co= COS ( /i. (/.<;,') = COS 61,.i.

C = COS(f/.V|, ds,) 1= COS(ro,— &),).

P„ étant un point fixe et Q un point variable de la courbe. Les

angles o, w, et to^ sont comptés positifs vers le même côté de la

droite P„P.

Nous supposerons

(226) (7=: (7,,+ /• !7(/'), lim !?(/•) finie = Co^

(22S) CB = ©0+ ''©('Oî lim 'j( /•) finie = Oo,
'

'

'

) — '

et nous posons

(245) v„=Yy,+ \7,

où V)' et \ ,, se rapportent à a-„ et a- respectivement. En posant

( 246) /• = lu, R = /('/. '/ = \ /' — 2 tu

nous trouverons

0- \l _ 1 -^ /
'

r 2(<»i— Cl) (lu.,— Cj) 1 dl_

Nous aurons

(24-) f=—— -^— -,= -^, ^ + ^J> liniP finie;

par suite, en posant

! U, Mo c

et en employant la formule
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nous li'ouvcrons [lour o <COo<C '-"

., — r 2 II'} 1/" — c

/= /» + -h ro g'{(fi), llnif^'^'') iinH'.

c 3 tl] II', C

"j:
t'j i;\o,) (//,

à'-M I

as, as
- •- ^(/

V r" ^/''+ 2 > !7„ / (M, ('2— "i "" )-^ + -0/,, \imn/i=--0,
-^ J/,

" '- /. = o

(248)

T= / f„tdi + j i('j cil,

8( <«,— c, ) ( (II.2 — c, )/ si no/'=-
?

H ^ [— i sin( 2(3— Wi— w,
)

+- c^ sin (cp — w^) + Co sin (cp — w, ) + c sin cp].

''=/ + 2 sin ( 2 Cp — fjj, rjj,
)

.'. T =: — % i\no,jii\ii\a^-\- ^ iiBo^{CiU'i-^ c^u'Da^— 8 c, c» sino„rt3

— 2 sin (2 0,) — fiii — .4)2 ) «1-1- 2[f, sin (o — Wj) + C2 sin(cp — co,) -t-csin cpjffs,

<'(/< 5 Mo— 2 M
J + 3 ï/°°

t' dt

K' -";)'

/"<'</< 2 + m'J+ 3 «0

1

~^~ s{i~uir
'

_ r'f^dt _ 3 (/„ + (! + 2 «^)ï

"'~i ^^ 8(1-";;)^ '

r'i'dt r'

/

1' i\ , 2«,^— 1 + w„(3 — 2M,nï

_ Z"" t- dt _ «0+ ï

'^J, (jI
~ 2(1 — «0)'
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et

I = —. ! 9u > o,
Slllfflo

(349) .•. T = 3 sill(2 0|, — f»! '1),) a(7î — 0„)COS(20„— f,l, r,),).

De plus, nous aurons

(aSo) / /,,^// — — cos(9o— (.),— wj),

(25l) lil.i / /„<//r=i(2«J,/",-C),

Â

t/i-, os., .^J rt ' - »^ Ji
' - ' ,-i

-i-2j ''«'poT— -T^ ffn cos(tpo— (0| — oj.,) + r/X, limnl— o.

D'autre part, nous aurons

et, en traitant cette intégrale de la manière ordinaire, nous trouverons

+ ri/,. limri/,= o.

En observant que 2//, i/.^ — r = cos(2cp-— w,— coo), nous pourrons

énoncer le théorème suivant :

Théorème. — Si la nias.sc est icpaiidue clr manière que poiif

chaque branche

l djJ. :=: a di\

(226*)
I

-
^ 1- - r •

—
I

(7 =: !T,|+ /• ci /), lini(7( /
) (une := (Tii,
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ri si ra/i<;l(' o i--:
(Ji , f )

pi'ul s'écrire

(32S*) 9 zz: Oj+ /«(/•). o<o„<2-, liino(/) linie = 0,,,
/ - '

les conditions nrccssairrs cl saj/isanlcs pour l'ciislcnce de

\\m-—-^ sonl que

(253) V 5-,, cos('J„— 01,— '.!,) = o,

et que la ijua utile

(254) W,.,,,= limW,if,:. soil fiuie,
/i=0

OÙ

(255) Wi/',„^zN^ / [(7CO>(2'J — W, — 0),) — !7|, C0S(2O,|— 0),— 0J.>)] —7-

/>(/ vdleur (le liiii -—-^ ^'-9/ donnée par la formule
,, ^„ ').ï|dv,,

d-\/, _V1 (T„C0S(2 0„ - 'j), — '.),)-t- W,,.,,-1-^ff„Oo'l' ^ O'oT,

T = 3 sin(20o— f,j,— «2) — 2(tï — 90)005(20,,— w, — «s),

T =z 005(29,1— '''1 — '''2)+ (~ — 9o)siii(29(| — (,ji
— Wj)-

Corollaires. — 1" Posons

(257) C/,^7 / |5'C05(29o — fj)( — 'ju) — 2(7g9 sin (29,,— ÙJ, — 'i>2H —

'

.•. lim ( VV>(';-^— (>/,) =; une qiiaïUilé linie.

Par- suite, la condition ( .iV'i) /av// être i-eniplaccc par celle que

la riuantilé

(258) C 1^ liniG/, soil finie.

2° Si lim^^ est finie.

(239) y][(7ocos(2 9„— ',),— o)j) — 2cr„o„sin(2 9o— ',), — '.>,)] = o.

Journ. de MaUi. ( li' sériel, loriic \ — Inisc. U. njoij. •G
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3" En posant

(260)

et

HE>RIK l'ETRIM.

.•. liniff, ^ liiii C3i ^= o, .

C, =HmC/'

(261)
]'/"hE > / [c7, COS(2 9o— O);— (O2 sin ( 2 Oo — Wi — 'ji-i )\ —^ 1

nous trouverons que la condition (2.58) peut être remplacée par

l'égalité (25g) et la condition que la quantité

(262) C, soit lliiie.

Reniai-que I . — Pour los diverses directions des éléments (/s, et ds.,

la (lUiiuliLé lini-—r^ ne dépend que de la soiiunc co, H- o).,.
'

!,-_„ âsi os.,
' ' -

'

Reniarniir II. — V.n comparant les valeurs de lim-;—-^et de
^ , ,

,

' 1
/, ,_„ r/v, ds.T, Os os

nous trouverons, si les éléments ds' et ds sont pris dans les directions

de ds^ et <^/.9.j respectivement, qu'il faut rem[)lacer les angles o et w du

paragraphe 15 par o — to, et co. — w, respectivement (187),

(263)

(264)

•.Wi^' = W<t,,,

d'-Nn ÔV,. ÔW
dsi ds. Il \ ils ()s J

: — > [î-f, C0S(29„— w, — '.),) — 2<7|,9(i sin (?.'Jn — Wi — O)»)!

-h w,V
I

a„ sin ( 2 o,,^ '.), — oj, ) -I- 2 c-,, 9„ cos ( 2 Oj — o), — ojo ) |

'.i,)siii(9„— w-2)] H-'O/,.

limrj/, t=: o. w, > o),,

— y ^ CTo [ cos ( o„— 0)
I

— «2 ) + (
'

()\

avec la coudilinu pour 1 existence de -^
' os

(26.")) ^£7oCOS(9„ rj),):^0.

V/, étant le polenliel au point P' pris sur le prolongenienl de Télé-
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iiii'iil r/.v, à la (lisliince P„ P = li. Si

(266) (sino), 4- '.j,— «,) ^(7(1 sin((B„— (.•),)^o, w^ > oj,,

los i|iiaiiliLi''s --' el liia r^ exisloiiL ou u'exisleiil pas à la lois. Si

ces quaiililés existent, nous trouverons ('-iSg, 2G4, 260 et 2G6)

(2O7) lim- —
/, = « '«l (JS.2 (J.Si («0

= GJ, ^ [ ffu si 11 (
-2 0„ —',),— ',>, ) -H 2 ff„ 9g COS ( 2 Oo «1

'•''l )\

Cas parlicuUer. — Si, au point P„, la courbe a une tangente

unifpie, les deux valeurs de lini (P,, P, /•) pour les deux branches

sont '^„ el 0,1 -t- ~.

L'éi^alité (2.V3) se réduit à

(268) (^i| — ('Ô)C«)S(9„ — 0), — W2) =; o,

7'^ et TÎ, élanl les valeurs limites de 7„ pour les deux branches respec-

tives, l'our CD, = co^, = o, (p„ = -) régalité (2(')(S) esl satisfaite, et Fou

trouvera pour la limite de la dérivée normale

,. d-\ ,, I
, „ r" • „

<:!''

(Tdt)) 1 1m ——5- ::=! - (
0- + 0-„ ) -t- / (c- C0S2'J + C7 C0S2O + a,, + (T„ ) —;-

//=to "II- a J^^
' ' 1'

-+- 7:(t„
?'o — t^o ?") + <^o + ^ô

les astérisques se rapportant. aux deux branches respectives.

La condition (2(36) se réduit à une identité.

lo. Cliaiigrillent hritsqiK- de la dérivée des deu.r calés de la

courbe. — Si le point P traverse la courbe suivant une droite qui

passe par le point P„ el arrive à un pointP, situé à la même distance//

de P„, on aura les mêmes formules que précédemment pour lim -r—r-^

au point P,, si Ton change '^, w, et co^ en - — cp, - — co, et iz — m.,.

En distinguant les deux côtés de la courbe par les signes -1- et —

,
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nous liouxeiDiis

lim -; r— — — > - 0-,, cos( '.igo— 0),— r,i.,) 4- W,,,
/, = ll '-/•'l'i w-y» -"^ «

J T._ 3:: 3 sin ( ?. i/„ — 'jj, Wj ) + 2 0„ COS ( 9. 0„ — 0), — «2 ),

1 T_=z cos(-29o — 0), — w,) — cp„sin(To„ — oj,— ci.,).

les conditions (25.3) et (259) restant les mêmes,

a;! .-.11111 -—r —

—

^ 7r[(7„ Sill{2 0o W| — 'iJi) + 2(7,, Cpo COS( 2 0„ '-.), '«lo)].

De même, si dans les égalités (2'|2 ) on change la direction de ds' en

la direction opposée, on retrouvera les mêmes formnles en y chan-

geant o et co en - — '^ et - — co. On tiouvera

("272) . , + . , 1
—— TT 7 lffoSill(''.(p„— &)) + 2 0-0 ©0 COS (290 — W)J-

liernarquc 1. — Le premier memiire de l'égalité (271) a une valeur

finie même dans le cas où W, ,, et, par suite, les limites des dérivées

elles-mêmes n'cxist<.Mit pas, pourvu cjue l'égalité (253) soit toujours

satisfaite. Des considérations analogues se rapportent à l'égalité (272)

en remplaçant le piemier membre par la quantité

<'^^' ;i:;[(^ ds )
'^

\ Os Os
l,^—h_—li.

Remarque II. — Le changement considéré (271) est indépendant

de la direction du chemin P,P„P et dépend seulement des quan-

tités Œg, a„, ;p,| et de la somme des angles cp„ — co, et 9,,
— co^ que font

les directions r/.v, et ds.^ avec la tangente de chaque branche au

point P„.
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ClIAPITUK IV.

UOIIUI.E LlliXE.

16. Les fo7iclions W (7\\/,. — Menons, par le poinL variable (^ de

la courbe matérielle, un vecteur i\ qui fasse l'ani^le // avec l'axe des

coordonnées polaires, et prenons un point Q' sur ce vecteur dans le

sens négatif. Soit

(274)
_ /''='v»'v'-

i\ous définirons une fonction \V, nipportée au point P„ de la courbe,

par l'équation

(275) w""=y / ^, log-ri'/

/•' =: P„Q'=:: s/ r' — 2 /'h' cos { o> — " )
-)- /'".

Nous trouverons comme dans le paragraphe 9, en supposant que

toutes les distances ()()' soient égales (i'jt),

iW
=— limW!^'''+ Va„(7: -

|
ç>„— /i„ |) sin

|
o,- n„

\

— V(T„C0S(9„- /i„),

K\f' = Vjr%cos(v-«)~

Si, au contraire, le point Q' est pris dans le sens positif de N, nous

aurons

/•'= \/r--+- irh cos(9 — «) + /'',

et, eu posant z — ( o — //; au lieu de (ç- — /«), nous trouverons

(277)
W_. =r — liniW;, — N o-„(ç>^— /i„) sin foo— "„ |

— V CT„cos('j„— «„).

' ?o— «o<7ï

en écrivant, dans ce cas. W _ au lieu de \A .
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Pour un point extérieur P nous (léfuiirons une fonclion W/, d'une

manière analogue, et nous aurons

(278) R = PQ =
v'
/ ' — ?. il, Il + h

'

tl = cos (/(,/•) ^ cos 9.

t/N étant un élément du vecteur N pris dans le sens positif. En nom-

mant ^ et Y] les coordonnées du poinl (^), nous pourrons écrire

0- ^n d -,

dr.
,., v^ C" '>

/ Vf"- f^

tJK
, r. ^ /cosv — // cosa

(279) -TF =cos(x. R) =
01

^ '—
f:5

()l\ „ ^ / sint' — h sin a^ =005(7. R) = n

\ o = ( — a,

(-' et a étant les angles que font les droites P|,Q et P„ P avec l'axe des x

respeclivemenl,

(280) .-.Wa^— y j
cr|/-co3(i' — /?)

— /(cos(a— «)] n?-

Nous trouverons (181), pour o <^ 'p„<^ 2- et en posant a ;= zéro,

[ limW/, =— limWN''-t- Vo-„(7T _ cp^) sin(.y„— /(„).
1 /. = o /i=o •^^

Des égalités ( 27G ) et ( 28 1 ) nous tirons

(282) lim[W/, — WC'*] = y a„«o sin (©„—/(„) + V iTo cos(o„— «0). 9,, > «o-
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Nous pourrons donc énoncer le ihéorènie suivanl :

ïiiKOHKME. — Les quantités ^^ l't limW ;, existent en même temps,

et leur- existence dépend d<- l'existence de la quantité limW ^" (281).

Remarque I. — Dans la définition de la quantité W'^, il n'a pas été

nécessaire de supposer que tous les éléments QQ' soient égaux, comme
nous l'avons supposé en définissant la quantité W . Sur l'angle n nous

n'avons fait d'autre hypothèse que celle cjue «0 = \ivan existe. Si la

courbe admet, en chaque point, une tangente bien déterminée, et si le

vecteur N est dirigé suivant la normale, les quantités \\ et V\\ sont

les potentiels d'une double couche pour un point de la couche et pour

un point extérieur respectif, 1 étant le moment de la couche.

Remarque II. — Si limW^^ existe,
I, .0

(288) ^ (7(1 COS ( 1/|,— «(,)r=0.

Chaniicuient brusque des deux côtés de La courbe . — Si le point F

traverse la courbe suivant la droite PP^P,, et arrive au point P, qui

est situé à la même distance // du point P„, nous trouverons la

valeur \\ /,_ de ^\ /, au point P, si, dans les formules (278) et (281 ),

nous renqjlaçons c et n par ~ — o et - — //, et nous aurons

(«84) lim(W/, — \V/,_ ) z= 7:'^ C7„sin(0(,— «„).

De même, nous trouverons (l'.yB, 277)

(285) W^- W_„=r7iVcr,sin(9(,— «0), ?„>/'„

Remarque III. — Il suit de l'égalité (284) que lim(Wyi^.— W^,)

est indépendante de la direction de la droite P„P. Cette égalité (284)
aura limi même dans le cas où lim^^^ n'existe pas, cl la même consi-

tlêralion se rapporte à l'égalité (285) eu renqjlarant le premiei'

membre par la quantité

(286) liiii[\V('')— Wif''].
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17. La ilérisrc preDiicrc desfourlions W /,
ri W. - Nous Iroiivc-

rons (243), en prenant P,, P pour axe des r,

"^

I </ = ^
/'-- '.In + 1.

I // =: COs(/(, /•) =COSy. ( = COS(N, o'i) = C0S((|) — /Oi

w, = cos(^.v, ;) =z (-05(9 — r,i), C| =r L-os(/(. fl'.v)'=: cosoi,

«2= cos(N, /) — 1-05(9— /;), f,=; c'os(//, i\) —cos/i,

et nous supposerons que pour cliacpie branclie les quanlilés a-, o et n

sont continues |iar rapport à i\ Nous écrivons

(288) af= (>„/„+ 7„(/, -/„) + (x„(/-/,) H- (a -7,,)/,

OÙ l'indice zéro se rapporte à la limite pour /• = o, et où /, est ce cjne

deviendra /"en y remplaçant 9 par o,, sans changer la valeur de //,

Os II ^^ Il Àm4 II .m^ h ^^

li, L,, I., et I, étant les intégrales qui correspondent aux divers termes

du second membre de Tégalité (288),

Mais

liiii (o-„l"+ c-„lo+ 'J«\i-\- Iv) — o,

.•
. pour ([ue lim -—^' soil finie, il faut que {cf. 25o)

(^90) 1 ^=^ <''o''^=^ f» COs(cp„— w — «(,) rrr o.

De plus, 710US trouverons

1 1 III - 1 =: -
( .'. Il . a", „ — C„ ) ,

/, = /' «
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.
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el

(291) .- — ^ T,,!, ^^ ~'^„i'"""l„— f|,)'+ ^1, lime,— o,

ni ^ cos( o„ ',< ), II",, _- co^i o„ — /(„ ). c'ii
-- cos( fj) — «„).

Nous supposerons niaintenanl que, pour cliacjue branche, on puisse

écrire

,
o^ = !j(,-l- / 7. liiii a Unie =:; Co,

(i()2 I

'j := 'Jq-i- /o, lim -j finie =; 0,1, o-<(s„<;2 7:,

f n — «(,+ '"> liiii /(finie -; //„. .

/=o

Nous trouverons

-L = -/ n,.J„U/,-j^ ,i„{fj '-^ 'Ijdl

j,
'' - /,_„-

où i/" = cos(ç>„ — // ), et où /'„, //"„ et r,, sont ce que deviendront _/„,

""„ et r„, lorsqu'on y remplace ri,, par /i„ h- -; parconsé(pient (cf. 2J2)

j2^ 0-„l. = —V 0-0 / [(2ll°ll'i—c)— {îll'ill'io — Co)]—T

+^ «o!7„[sin(2 9„— '.) — /(„) — (:: — o„) cos(2 3„— '.) — «oïl + ^2-

liiii Cl = o.

De Mii'iui' nous aurons t
'•/'. 2/|<i, li 'iD '

' X"" V"" /
'

, , „ -,
'/''

y ^ C7„i;, — — ^7u
I

\[2lltll, — C) — iiirlll", — C)]—^

— ^ (7|,'j„ [3 6in(2'.^ii — 'j) — «„) — air — o,, 1 cos(2'j„ — o) — "«)] + îj!

limej-o.
/. (I

+V !7„[l 2/^';//5„— Co) 4-(7: — 9„)sin(29o— '-) — "J] + £;•

jiiiiîjz^ o,
/, Il

Joiirn. (/, Mnfh. I li' sriie 1. tome V. — l'asr. II, n,(ii|. '^7
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et

llEMillv l'in'lilM

--9^)

.•. Iim—r— =1 — V\,x-^ > — !7.,cosir,i

/,,__„ (AS- Ji^ (I

+ ^
I
(7„ cosn„--i- a-,)( «„— 3cpo ) siniVî,]

— ^
I t: — 9„) [îTsiii ir„+ (7„(2'y„— /)|,)cosir„J,

W/<'=: --V / (^jcOSM' — 5-„ cosir,, )î^,

W =: 29 — r,, — /;,

lï'o^ 2 0(, — 'jj — /(„.

avec la condition (290)

(294) I = > o-„cos( Oo — /,) — /(„) =0.

Doi'i le théorème :

TuKORKME. — Sous U'.s .suppo.sff io/is (292) If'.'i coiidilions itcces-

.saircs el sujfisanli's pour l'cxialrnce. de lim ——^ soiil que l'éga-

litt' (294 ) ai/ lieu, et que la (juaiiliti-

(29..)) ^VJV 1293) .vo/V finie.

Remarque I. — Posons

(296) 1'/'=^
/

[o-COSHo+CT„(«— 2o)sill.vJ— ,

.-. lim[\V;5-— Iv,) finie.

.•. la condition ( 295^ peut être remplacée par celle (jue la (piantili-

(.297) li^^liiiiE/, soit liiiie.

D'où il suit que, si lim——^ existe, on aura
/, :-- Os

(298) 7 [o-ii cosn'o+ ffr,(/Jo— 2 0,,) sini>Vij =: o.
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(- — On)
I
c,i siii iï'„-+- ^..(aci/o— "(I ) <-osiv„].

(290 )
.-.lim —r— := — \v,vN-~^ - !7„ cos M-„ - > 3-,|0||Smir„

Renia rqiii' U. — l.a l'oiiclioii W d'mi point de la coiirhe peut être

Irailée de la même manière, en définissant

el nous trou^eIons

,A\ ... Y' I , ^ _ . ,

I
+^

I 7: — o„
)

I

!7„ sinn'J, H- o-„(acp„— /;„ ) cosiv„ |,

('^00) '

^^ ,. ,y^ r'\
, , ^ clr

(ff cosii'' — a„ cosiv,', )

—

-1

3 0„— «„.

avec les conditions

!^
7„ (OS(-J„ — /(o) = 0,

7 7„ /(„ sin(Oi) — /(|i):=o,

Tangle // étant eomplé à partir de la droite P,,!'. I^a condition

que \\ ,x, doit èlre linie [iciil être remplacée par celle que la (pianlilé F
doit ètrt' linie, où

(3o2i pEEiliin^ / |ffcosir'„ — ff„ 29 — «)sinu;,|
li-^o^^ .'1,

''

Si la (pianlilé F rsl finie,

(io3) V
I
^^^oosii',', — !7,i(2'j„— //„)siiiir,',

I
=0.
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Remarque 111. — Pour faire la comparaison des valrurs de lim -
^

/, = (. as

et de —r-> il faut, dans les formules de la remarque II, r(>m placer les
os '

angles © et // par ç — co et // oj respectivement.

Nous trouverons

(3o'|) ir'=ir,

/i - 1- '^^^ /i «^^^ v I

^
• / —^\ 1

(3o.) ) .-. lim -— r— =— 01 ^ (7„ siiiir„4- c-„( .i o„ — «„ )cosic„
i,-„ (h as .—d '

. / j

-+- ^ |^o''0^"'o <''|i(2Sn— /)„ ) sillU',,
I

avec les condilions iy-iç)'\), ( 29") ) et (ooi ) qui peuvent s'écrire

(3o6) • V^ • V
I SIMM > O^o Mil ( 'J(,— /'il I ^^ ' <7„l «0 — '.I I SIIK Od //„ I = O,

f ^^,^ (liiie.

Si cette dernière condition est salisfaile, nous trouverons ( i>()8 )

,3 .. ,. (AV/, <JW VI- /
— ~\

I

(oo.-j ) lim -,- — :-- — 'j) ' T,, snur,, -H !7|i(_2 o„

—

/injcosir,, .

// = o as os ^^

Mais la condition (jue \\ ,.. soil linic n est pas indispensable, en

écrivant la formule (3o,")) sous la forme

(30- I lim 1 ^^ - j ( W,, - W ) 1 = - f,.V ^y,; sin .v,| 4- (7,1 ( 2 c^, - 7^^ ) .osm,, I

ChaiigenirNt brusque eu trch'<'rs(iul lu courbe. — Lorsque le

point P travei'se la courbe en suivant une droite, les angles cp, co et u se

changent en - — o, -— co et r — // respectivement, et nous trouverons

pour le clian'^ement brusque de lim et de -—- les valeurs
'

I, Il
"S os

,
,• làW/,, à\\/,_\ vi" • r ~ ~ \ 1

1 h m —;
;— = - > C!-oSinHu+ (7o( 29»

—

/lo) i'O^k,,

I A ,11 V os ds ' ^^

(3o8) avec la seule conclilion

I
^

!7o <'0S(0„— M — //o ) == O,
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ot, on observaiil ([Ui' W sf cliiini;c fii \\ _ (
'^~~

),

àW^ t)\\\ VI- ' , - - \ I

^ ^ ôs^ Os.. ^^

avec les deux conditions ( 3oi ). La troisième des conditions (3o()) est

dispensable, pourvu que le premier membre de l'égalité (3o9) soit

défini dune manière analogue à celle du premier membre de l'éga-

lité ('3o8; ou

(3oq*) llin|[\V/, -i- W/,_— lim( W//,H- W// )]
/,-o'l . I,=a

= - 7
I

cr,, ^iiin'li -h Co' 2 ç,,,
— H„ ) cosuiil.

18. Lf potentiel loiidiilliittiiiiir d' iiin' iloitbic liiiitr. — Dans ce

cas nous supposerons

(3io)
\

io — Ti=f(r),

llité finie.
f lim / /(/)— := une quant

C'est ce qui aura lien, par exemple, si 11 est l'angle que fait la nor-

male au point (^ avec l'axe des x. Vax elTel, (Ui aura, en supposant que

la quantité

existe,

-, do

II,, — /•// r= 'j r- lano ' / —

^

2 clr

.•.//(=; /'o -f- lang H ro -h r-o'), ....

Dans ce cas, les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence

de lim se réduisent (2(10 et 207) à

1 > c, >in '.1= o.

(3>>) -

^

^
,„

^/^,

/ Uni ^ slnlOii— '.)
) / 7— rr: mu; (luantile finie.
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Les conditions nécessaires et suflisanles iioiii' rexistence de '— sont
û.s

[ ' (7„//„ nr O.

^"'^
, V r '^

I lini 7 sinoo / 7— := une quaiilile lime.

Enfin nous trouverons

(oi3) '"" -77;; X— ="2.^"''''*^'-"'"'^^
'

,., ,. '^W^ '^VV_ v^-
as^ as ^mi

Hcinarqiii- I . — ( )n a

(3i5| -^ — —

,

2po

c„ étant le rayon de courbure de la courbe matérielle au point P„.

Remarque II. — Pour la dérivée suivant la direction l'„l' nous

trouverons que la condition nécessaire et suffisante pour l'exislence

e lim-—— est que la quantité
/, = (! os ' '

(3i6) lini 7 siiiio / !> — si'it finie,

et même, si la condition ( 'iiG) n'est pas satisfaite, nous aurons

(3i7) l.m —-^ _^ -^Ncr„oosû„.
/, fi

'^ os ds I ^^

Cas PAr.TicuLiKi!. - Pour la déi-n-ce iioi-inale .sui\aiil la norniale

en un point régulier, il faut poser co = o et :>„ = - pour les deux

branches. En posant a-= t, et a-, pour les deux branches, nous trouve-

rons le résultat suivant :

Théorème. — Sous les suppositions (290), (309) et (Hio), la ron-

]-, . . If !• 1 àW , |. 'AV/,
aition neccssan-e et su/lisante pour l e.nstence de -—-> cl lim———

,

w >
I, o\
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(^/N ('ta/il réh'niriil de la iiorinnlé qui p(iss<' par le point 1*„, i-sl que

(3i8) lim / (^ffi + s-.,) — soil finie;
'' = "•-/,

/•

et l'oit lron\cra

()N1 "^ dN',
""•

-

(3i9(

Mi'ine (Itms le cas où la coiulilion (3i8) n'est pas satisfaite nous

trouverons

le point V e-tant suppose suivre la normale qui passe par le point V „.

Bennirque 111. — Dans l'énoncé du dernier lliéorème nous n'avons

pas supposé que la fonction a soit continue au point P„.

Remarque 11. — Pour le potenliel ne\\tonien d'une double

couche, M. LiapounofT (') a dénionlré que les deux limites de la

dérivée normale existent et surnt égales en supposant au lieu de (3iiS
)

nue

(3l8*) lim ^^ V I rr_o-„ ) soit linie.

19. L'e.iistence de la dérivée normale. — Nous étudierons dans

ce paragraphe plus en détail les suppositions qu'il faut faire pour la

déduction de la formule (32o). Pour la dérivée suivant PqP nous

trouverons (287), en portant co = o,

ô\\i,,_ àW

I . 'X^ttt — l){/ll, — c) c
' +— 1

;'

(321)
{

r H

J-- ^T —-i^
Il zzzcoso. «2=''Os(9 — II), czzicosn,

cj ~ \/t^— 2 <« -t- I
, q-^=\/t^+ 2tu-h i,

(') A. LiAi'oiiNOKF, Sur certaines questions qui se rattachent au problème de

Dirictitet {Journ. de Matli., 1898, p. î4i-3ii).
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d'où il suit que, si iiniis supjiosdns (|u"au jioiiii l',, la cour hc ait une

tangente unique, et que la (Iroilc P„l' soil (liriiire suixaul la normale,

nous pourrons écrire

o — - + /-o. 11mi( /•o) = o,

\

Il .

— sin ( r/i — /o ,). u =— sin ro,

4/((/oH- ÎCII ) \C)iiil II-

(333)
\ -u-j-

/(=iy//--Hi. llmj' Unie. liniP finie.

(33',)

..•/ = G + G'.

I' —'.'„ L p' p J

G'^-; V r ":\>i/L

Nous supposerons dans la suite

(320)

l'osons

(33i-i)

\ lini /"j j ^ o,

/ .-. li.nG'=:o.

Nous distinguerons deux cas :

i" liniji finie = \- ^. l'our (]ue Uni/ soit Unie, il faut que

(33-) lim4
/

y.r-dl . ,. .

~oit lime.

P'
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Si nous supposons (|U(> la (pianlili'' a ne clianiifc pas do sij;no une

infinité de fois pour de pelilcs valeurs de /•, la condition ( i'-ij ) j^eul

être remplacée par celle ([ue

(jaS) lima soil liiiie ^5!,,

ou (|ue

(o-'.S'l liin- ' c " soil Unie. '

/,-»'-- '

Dans ce cas nous trouverons

Remarque 1. — ( )n peut toujours choisir la fonclion // de manière

que la condition ( ^28) soit satisfaite. Déplus, nous |)(iiirrous choisir //

de manière que

(33o) a„=;3„.

Si, par exenqile, o,, est finie, et si //„ esl choisie = 2':/„ ( r/'. 210),

l'c^alité ( 3'Jo) est satisfaite.

2" lim[î infinie. Posons
/=fl

« = 7,3,

p = i.j(/() lî(/) (1 + 3'). li(/> finie el =:o, liin3'=o.
„

*=»
^'

' .•.linriw(Ai et liin l!( /) infinies.

Iim//',i ( // ) = lim/ B(/ l = iiin (/ )
- u uu linir.

(332) .-.G^/rol/O / Iî(/)(i + i3')(^- i^]./<.

I'(iin' (pie liii) G siiil liiiir il faut donc (jue

lim /"H(/)(, + ^',y^=4 r'Bf/):^'.

< )r, le deuxième membre de celle égalité est fini (
^'')\). Poui- (|ue

Joiirii. de Math. ( >]• srrje), tc.njo V. — Fnsr. II, 1909. 28
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premier membre s<iil liiii, il faiil (jue

limv soil finie = Vq,

en supposant que ^ ne change pas de signe une infinité de fois pour

de petites valeurs de r,

(ojd)
_

.•. Iim -j- 1= y„=: une constante.

D'où il suit (ju'une condition nécessaire pour l'existence de lim(î

est que

(334) 1= rB(/)('l^'-' ^'^\d/ = o.

LlCMMK l.

(33.5) /
i't. — ^)ry«dt^o, o<y„<4.

En ell'et, posons

t

7, = ~- '

v =<

1 = / r^. —a -t..

^J„ (
a H- ^

V X
[x-v-t-y^ 4

En posant a =r i nous retrouverons Tidentilé (315).

EiCMMi. II. - Sait

(33(5) V^filinC^-^y'-rdl.

Si il{/) est nnr fonction toujours c/nissa/ite. l''>o, <"/ si Lï( I )

est une fonction toujours décroissante, F <^ o.

En effet, nous aurons (335)

j„ \/'' /'"/ X,. \p" p-J V Vo
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par suite, si 12 ost uiip fniuiion croissanlo,

f 1 >
( ( ^ - 4 )

t'-^' dt > f 12 (0 ( 4 - "'^".

^ '' "" dt,

donc, etc.

Noii.s éciiioiis iiiaiiitenant Fintégrale I (534) f'f 1>'' manière sui-

vante :

d"où il suit (jue -,—- n'est pas une fonction toujours croissante ou tou-

jours décroissante. Si à partir d'une certaine valeur / „ de /•, la (pian-

tité j3 conserve toujours le même signe, soit ^ > o, et va toujours en

croissant, \i(( ) est une fonction croissante ou une constante, i'ar suite,

dans ce cas, nous tirons de l'égalité

1 = ,

la conséquence que

(ôSo)
,

= une conslaiile p,,,

(339) •• .5 = oj(/0''-Tf'i3ain-,'3'),

i V /•

•••2 = 7.-'-

-,, 1 3=

—

—, V(/(/) = «M /' ) ( I + 3'), lim 3\//, /) =r o,
(û^o,l •

' r^'^'
'

/, = o'

, "' ( /' I

La quantité (i (332) se réduit niainten.anl à

'S / ,
«.' \

(34.)
^''

-'o ^ /'
''^

] en posant

f '/ '=^'h-\- y'
, )inia'= o.

' ' Au

Nous traiterons cette expression de G (34r) de la même manière

que l'autre (332) en posant

^
;i'=03,(/OB,(0(i + ?"). lim(^,(/0 = lim?"^o,

(342) /' = '' = «
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Si a' ol |î III' cliaiiiiciil pas de siî^ik^ une iiiliiiitV- de l'ois |)()iir de

pc'liles valoin- li'' A, nous liomcioiis i|iril l'aiil clioisir rani;li^ // de

manière que

^3'i3) Mm 7-; r= une i|iKintUi; (inie =^— y,.

Si, de iiliis, limy-—^7 est finie, liiii(i est finie. Dans le cas où m est

une constante, nous trouverons comme pi-écédemmeut que y, est

une constante indépendante de /. Nous trouverons que nous })ourrons

énoncer le théorème suivant :

TuKOHKME. — Suii'fit Vimro /i/iir c/

(34^) ;3=^(i + [3,/-r. + ... + ^„.,rT„-.) + ,3„(/-).

Yuî ?o) ?A «'t Ta '''('"' '^'''^ fV)//.v/«///t'.y.- Ya>Ya-, > <>, 2>Y„ -I poiif

/i :=i, 2, ..., /i — i; lim ^„(/' )///'"'• Si nous clioisissoits II de maiiièi'c

( 345 ) ?a( 7,, --A )/••''« otiiir), \'im Xiii r) yinie,

(346)

i-l celle liniilc csl ('oa/r à zr-ro, si lïmro = o i-l lima,, = lim^„.

hm -—TT- — :\ous iionnons ecnre ( j2i

ic C I

(347) f=y-j? + .Jf--f ) + 2////.

limi,'' et linii'' finies; d'où le théorème

nV/,, ')\\,.

riiKoiiKMi;. - Si hni— . hin

—

- cl hm —r^f- r^rr- sont finirs

: „ '>W/,
/</ i:()nililii)n /i(-crssaiic cl siif/isanlc pour /'l'.fislcnrc (le lini —^ est
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Il m I' soit finie.
1 /< = ii

"

(3-',8)

^ y ce.

I{('iita?-que II. — Soit

p = po 4- rp, lim(/-p) ^ o,
. pu= t-'onsl.

r -0 '

Si limp est finie, la condition (318) peut rtre remplacée par celle-ci :

(3^9) W'ivx^lim^ / [o-(2(/f/.i — c) + ff,i ] ^7 = une ((uantité linie.

Si de plus / //'- —; est finie, p peut rire remplacée par ^ t, et la con-

dition
(^ )5o) par

(.>49 ) / (p — pg) —7 ^ une quanlite liiiie.

Remarque 111. — Des considérations analogues peuvent se faire sur

la dérivée -r^rr • 1 osons

(3:.o) X^'- [W/,,._ - \\t ]
-

j^ l
W:'"- W,_].

Nous aurons (280 )

1 ^.. v^ r'' ,
dt ,-

lW/,^ = — ^
j

'7{ttl.,— C)--_, >lz^\l'— -Itll + \.

(35r) ( W/,_=- V r ^^<„^H c)~, ,/.. = y'i2 +.,/„+,,
i --0 '

^

I
(. :=

—

sinç»', 11.,^ — sin ( o'

—

n). c ^= vos n

,

I , TT -.
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et

(352)

tii.2 — c tti.,-j-c itiii !\tuc "' ij

r/'
>i

. ^ p- p' ' //'
'

(354)

•1 yj =ir ^
<- -H I

,
liniP et liinP finies.

Posons

( 3à3 )
> cii.2^y.i\ — ^ auc ^= ^ r,

De même nous aurons (270)
'

(355) l
i ^

-^•!, '/-

t v_ /»= p'

limP' et lim P' finies,

g' et u,, étant égaux à ^ et u.^ en y posant /• =^ h' l,

(356) .•.lim[W!/'i-)-W'^"] =- 2 / xdr;
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Cl

(357) .-. A i^ liniA' — — 3 / y.-'„ -->. ( x(—~\\</t

En supposant que les deux mcuibrcs de F/'f^alité (355 j soient lînies,

nous trouverons

(3ÔS) A--=:3 /'Y';, _'^')r//^(i,,

d'oi'i le ihéorème :

Théorème. — Si. \ïm~^ est finir, la condition ncre&s<tiie et sajji-

santé pour l'existence de limA est que
h..a

lim 1, soil linie,

dt.

(359)

3 3<-

Remarque IV. — L'intégrale 1, (3rK)) peut être traitée delà même
manière que la quantité G(332 ), en observant que

(36o) / I 1- -'iL \r!-' dl-o,
.,, P" /'

Y élaiil une eonslante.

Pour le potentiel newionien j'ai (Malili des n'-sullats analogues (').

(^)uelques-uns des résultats de ce Mémoire ont été obtenus pour la pre-

mière fois par M. Bromwicli (^), savoir la première des formules (23),

(') Les dérivéei premières et secoii<tes du polenliel { Acta math.. I. \\\1,

p. 19,17-332; Upsala, 1907).

()T.-.I. I"A. lirtoMwini, Tlicaiems on tlie logarUlimir polenllul yl'nn-.

I.(iiidi)ii Mail). .Soc. ).' st'ilo. 1. III, p. 3'|.">-j7o; l.oiidon, i()c)5i.
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celles des formules du païaj^raplie (î (iiii se rapportent à -.!^ et celles

du paragraphe î), en employant les méthodes que j'avais données pour
le potentiel newtonien (').

TAHLK DKS INTÉGRALES.

f/ = \'t-— itii -h I, ii^cosf. 2;:>r>o,

Tc/f ?. ,/' — I <'\

j"" </c _ 27:

J «y- sinc

1 = / — = lnii<;-'

J 'I' \ I — //- ^1 — 11-

I
logy (// — _/ + (/_„) logr/ 4-

( I — ,/=
) 1.

J T
i'l-(lt

i'(/t t — Il I

^/ 7' 211 — "-)'/ 2(1 — «-

,/7

)

V (/l tu — I ;/

2(1 — II-) f/- 211 — (/'
1

'
l- dt l{ 211-— I )

— 1/ I/ i- ai

J r
"

2(1 — li-)r/' 2(1 — (/-) '

ri'dt , lii( ^i/-— 3) -\- t — 211' ii{^ — 211^),

J q- 2(1 — II-} f/' 2(1 — 11-)

C) K. le/, ilùid. Ofs-cr^.. Bii. lA'll. p. 22.7-237018(57-87',; Slicklioliii, 1900.
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r-flt _ t ~ Il 3(<— (/) _^-3

J q' ^ X
"^

3 y
'

I di tu — 1 3 (/ ( / — // ) 3 II

.' q' ~ X 3 y

J ~^- y. '^ p ~ ^ ~i~
rt^

cil _^ /ii{ 4U-— 3) -h 1 — lit- itii — /J -t- 5;/'— 4"' 3«

,
-^ -

X - ^
p

^ 7
/"i'iV/ _ /(i — 8//'.-i- 8(/M H- 3(/ — Aii^

J ?' ~ a

H^S-^idij^—Hir) — Il (il — i6ii^ -h Su') 3

P 7

J i"

^r^dt
,

/w(5 — 20«-H- 16//M — I + 8(/2— 8(/'— log/ -H ^

tu(— 25 -f-6ow'— 32(/*) -1-8 — içiu--+- 44"' — i6(/'

w( i5 — 20?/^+ 811')

ï

a = 4(i -?/2)^', p = 8(i — (/2)29% y = 8li — ir-)K

Journ. de Math, (fi" sirip), tome V. — Kasc. U, njni). 2«.)
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Sur certains systèmes d'équations différentielles (');

Par m. Edmoxd MAILLET.

I.

Introduction.

Je m'occupe, dans le travail qui suit, de systèmes d'équations

différentielles de la forme

dx. dx,,

où

X; = 9/( '•,, . . . , x,) -+- Y,-= X, -H Y„

Ç5,:= X,- étant un polynôme homogène de degré y» > x, \, une fonction

de X-,, ... , .», dont les termes sont tous de degré > p, par exemple un

polynôme, une série de Maclaurin dont tous les termes sont de

degré >/>, etc. .Te définis des cas étendus où, pour /^o, les solutions

réelles, de valeurs initiales assez voisines de l'origine .r, = ... ^ x„= o

(cette restriction est inutile quand les Y , sont nuls) sont de la forme

_i

.r, = . . .= .r,=:o, Xj— (pj-i- Sj) (a + ty-i'

(y = /. H- I ,...,«; a paramètre arbitraire i: o, p/ constante, liin î, = o

pour / = + 3o). Ainsi, lorsque p est impair, ceci a lieu quand le coef-

(') Le présenl Mémoire a été résumé clans une Commuiiicalion à l'Académie

des Sciences de Paris (Comptes rendus, i3 juillet 1908). Sa lecture irexige que

des connaissances inalliématiques générales.

Jourii. de .Utitii. {(>' sùric), tome V. — l'"asc. 111, 19.19.
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ficient de xf dans ç,- est -<^ o quel que soit i; alors, si les Y,- sont holo-

morphes dans le domaine de l'origine, le calcul des £, peut s'effectuer,

en général, quand leurs valeurs absolues sont assez petites, grâce à une

théorie de M. H. Poincaré (et à ses compléments par divers auteurs).

Quand /j est pair, on a un résultat analogue pour les solutions x, = o,

sous certaines conditions complémentaires relatives aux X^. Les p^ sont

racines d'un système d'équations qui ne dépend que de p et des coeffi-

cients des X,.

Il y a des extensions à des autres cas, par exemple à celui où X'. est

remplace par une expression -—^^j^-

Enfin, ces considérations, et d'autres analogues, comportent des

applications dans l'étude du régime des systèmes de n réservoirs, en

permettant d'établir, dans des cas très généraux, l'existence d'un régime

asymptotique unique si ces réservoirs ne sont pas alimentés du dehors,

ou d'un ou plusieurs régimes permanents limites, s'ils sont alimentés

par des débits permanents. Inversement, l'étude des systèmes de

réservoirs pourra fournir des systèmes d'équations différentielles, cas

particuliers de systèmes plus généraux, et dont on soupçonnera parfois

assez nettement certaines propriétés pour qu'on puisse tenter de les

établir. En fait, la plus grande partie de mon travail est une extension

de résultats beaucoup plus restreints que j'ai fait connaître antérieu-

rement (').

Je suis conduit dans mon Mémoire à envisager certains cas du sujet

d'études suivant : on sait que les solutions j;,,..., a;„ (satisfaisant à

certaines conditions) d'un système d'équations différentielles entre

X', , . .
.

, ic„ et < tendent vers l'origine r, = . . . = x„ := o quand - tend

vers o pour />o, mais on ne sait pas intégrer le système dans le

domaine de l'origine : calculer en fonction de - les valeurs principales

des infiniment petits .x,, . .
.

, .r„ quand - tend vers zéro.

11 est à peine besoin de faire remarquer que mon Mémoire fournit

(') Comptes rendus, i3 mars igoS; Bull. Soc. math., l. XXXIII, igoS,

p. 129; Annales des Ponts et Chaussées, 1906.

Pour des résultats ultérieurs, consulter Comptes rendus, l'i novembre 1908,

12 et 19 juillet 1909; Journ. Ecole Pol., 1909.



SL'R CERTAINS SYSTEMES D ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES. l'in

une contribution à l'étufle des courbes réelles définies par des équations

différentielles, et, par suite, se rattache à une catégorie d'importants

travaux de MM. H. Poincaré, LiapounofT, Hadainard, Painlevé, etc.

Solutions simples ou déterminantes d'un certain système
d'équations différentielles.

Soit le système d'équations différentielles

dx, dx^ dx,,

où X,, Xj,. . . X„ sont des fonctions homogènes de degré p > o, entier

ou non, en iP,,. .
.

, x„. .Te pose, a, m et p, étant des constantes,

/ ^ , -. , / / "' 'ï'/ d/
(2) a,',= p,(a + < )'", dXi=: m Plia -ir /)"'^' dt :=

Par substitution, (i) donne, si X, = 9,(x-,, x.;,, .

.

., x\),

(3) X,-=(« + 0"'"?,{p,-P2, •--,?«),

OÙ o,(pi, . . . , p„) est homogène et de degré p en p,, . .
. , p„, et

moiia + /)'«-' = (« 4- /)'"/' cp,(p,, . . .,p„).

On satisfait à cette relation en posant

(4) "î — i=znip, W =r j P^i,

(5) /wp,= cp,(pi, ...,p„)= —£^

ou

:p/'-> Pi o, ,,£?,...,£/'
p/ ' \ Pl P[

Les équations (5) déterminent les systèmes de valeurs des p, accep-

tables. On obtient ainsi, dans le cas général, une série de solutions

de (i)dépendantd'unparamètrearbitraire a. Ces solutions seront dites

solutions simples ou dé1erminantes de (i).

Je suppose dès lors p entier^ i, et je n'envisage que des solutions
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X,, ..., x,„ t 7-i'clles; .ri = pi{a+ /)'" est réel ainsi que sa dérivée

-^ = JTT^- Uonc, / étant réel, si t = o est la valeur initiale de /(on

peut supposer que / est le temps), a et a -t- /sont réels; (a + //" est

de la forme

\

{a + ty
\
e =: [mod{a + iy]e,

où est une racine quelconque de (pp-- = i, telle qu'on a O/""' = + i

quand a >o, 6''"'= — i quand «•<(). De plus, pour le système p,, ..., p„

considéré, — = —, p,0,pf"' sont évidemment réels, et a même valeur
Pj

_
.'V ' "

quel que soit /.

Inversement, soit p,, . .
. ,
p„un système de solutions des équations (5)

tel que — et p,Ô (ou pf
"'

) soient réels pour i et / égaux à i , 2, . .
.

, « :

pj

Xi = p,(a 4- /)"" est une solution réelle de (i) si (a + /)'" :=
|

(a + /)"'| 6.

On a

si / croit à partir de zéro, les .f, tendent vers zéro quand / croit indéfi-

niment, ou croissent indéfiniment en valeur absolue quand / tend

vers — a, suivant que a est positif ou négatif. Les solutions du premier

type seront dites stables, celles du second instables.

Soient p,, ..., p„ un système de solutions de (5), et 0, une racine

{p— i)"-""' de l'unité; d'après (5), p, 0,, . .
. , p„ô, est aussi un système

de solutions.

Ceci posé (' ) :

I" Soient p inipaii-, p — i paii\ — On a ,if
' > o; pf

' est positif

si a est positif, négatif si a est négatif. La Irajetloire se compose d'une

des demi-droites -' =— passant par l'origine; si .r, = p,((7 -H /)'"

(où ? — I, 2, ..., /i) est solution, il en est de même de j.-, = — p,(a+ /)"';

à la solution p,, ..., p,, de (5) correspondent ainsi deux solutions de(i)

dépendant d'un paramètre arbitraire a à la fois positif ou négatif pour

(') J'emploie dans mon iMùiiioire la lermiuologie. facile et suggestive, de la

Géométrie à // dimensions.
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les deux; si une dcini-clroile est trajectoire, il en est de même de la

demi-droite opposée.

Les solutions (2) ne peuvent être toutes stables que quand (5) n'a

aucun système de solutions telles que ^ soit réel et o^~' <C o. En

admettant qu'il n'y ait pas de solutions instables, c'est-à-dire que l'on

ait toujours a ]> o, on peut se borner à envisager les systèmes p,, ...,
f,,

réels; en effet, si « > o, £^ est réel et pf' > o : parmi lesyj — i systèmes
Pj

p, ô,, ..., p„0|,ily en a un réel; c'est celui-là cjueje désigne par p,, ..., p„;

alors la solution p, 0',, ..., p„6', , avec 0',''^' = i et p,0', (a h- /)"'réel, est

telle que
(a + 0"'= ±|(«4-0"'|5'r',

et donne

j-,-±p,| (« + /)"'!,

c'est-à-dire les mêmes solutions que le système p, , . . . , p„.

D'autre part, quand a < o, p,G étant réel avec O''"' =: — i , on a

— {a + t) —(a-\-/)

Xi=p,'j\{—a — t)'"\.

où

piô r= p', (j =: 1 , 2, . . . , «
)

est une solution réelle du système

, P/
' V Pi Pi

2" Soient p pair, p — i impair. —
pf~' étant réel, positif ou négatif,

il y a toujours, que a soit positif ou négatif, un des systèmes p. G,, . . .,

p„0| qui est réel : je le désigne par p,, . . ., p„. On a la solution corres-

pondante
.r,= ±p, |(rt -h/)"'|,

où le signe à prendre est celui de a.

Les solutions p,0', (0', i^ 1, 0/' = i) peuvent être laissées de côté,

car elles donnent la même valeur pour x-,. Mais, ici, xf ' est du signe

de a;,; en faisant varier le signe des valeurs initiales pour les x-,-, on
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obtient, avec la solution p,, ..., p,, de (5), deux solutions simples de(i),

l'une stable pour laquelle a^o, l'autre instable pour laquelle a<^o.
Les deux trajectoires correspondantes sont deux demi-droites opposées
X/ p,-

^i
~

pi

Toutes ces conclusions subsistent, que p soit pair ou impair, si

quelques-unes des quantités p,, . . . , p„ sont nulles.

En résumé :

Lemme. — Les solutions réelles Xi =^ pi(a-+- ()'" de (i) correspondent

aux solutions de (5) telles que —(i ^ j) et pf^' sont réels. Ce sont,

par définition, les solutions simples (ou déterminantes) réelles

de (i).

Quand p est impair, une pareille solution simple est stable si

les p,'' ' correspondants, qui sont tous de même signe, sont positifs,

et alors on peut prendre p, , . .
. , p„ réels ; elle est instable dans le cas

contraire. Les trajectoires correspondantes sont formées de demi-

droites deux à deux opposéespassantpar l'origine ; mais les solutions

correspondant à deux demi-droites opposées sont à la fois stables

ou instables.

Quand p est pair, une pareille solution simple peut toujours être

choisie de façon que les p,- soient réels. Dans cette hypothèse, les

paramètres p, , . . . , p„ sont ceux d'une demi-droite issue de l'origine

et qui est une trajectoire stable ( a > o, ^' ^ o) et de la demi-droite

opposée qui est une trajectoire instable ( « <; o, — <[ o

On conclut facilement de là les conditions nécessaires et suffisantes

pour que ces solutions réelles simples soient toutes stables dans un

angle solide ayant pour sommet l'origine. En particulier, quand cet

angle comprend tout l'espace, ces solutions ne peuvent être toutes

stables :

1° Lorsque p est pair, que si les équations (5) en p, n'ont pas de

solution réelle autre que p, =...•= p„ = o; il n'y a pas de solution

simple réelle autre que x", = . . . = x„ = o.

2° Lorsque p est impair, que si ces équations n'ont aucun système
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de solutions tel que lespf"' soient tous nésratifs, avec — réel (condition

nécessaire et suffisante).

Ces conditions sont d'autre part nécessaires pour que la solution

générale de (i ) soit stable dans le domaine de l'origine. J'appelle ici,

et dans la suite, solution stable d'un système d'équations différen-

tielles dans ce domaine une solution qui, pour des valeurs initiales

assez petites des | x-,
|,

est telle que les x, tendent vers zéro avec - •

Plus généralement, Je dirai que la solution xi est stable pour l'ori-

gine quand les Xj tendent vers zéro avec -

Les solutions particulières (2) que l'on vient de trouver jouent,

comme on va le voir, un rôle important dans l'élude de la stabilité des

solutions de certains systèmes d'équations dilTérentielles de la forme (i
)

ou analogues, au voisinage de l'origine.

III.

Système d'équations différentielles plus général à certains égards.

J'envisage le système

... . dxi dx„
(6) rf/ =_!::-,...- _^,

où X| ne dépend que de se, , . .
.

, a;,, et

x; = x,--h Y„

X, = ç,(x-,, . .
.

, Xi) étant un polynôme homogène en a;,, . .
.

, j;,, de

degré entier yo > i , 1 , une fonction des mêmes quantités qui sera

d'ordre infinitésimal supérieur à p quand x, , . .
.

, x, sont infiniment

petits du premier ordre (par exemple un polynôme ou une série de

Maclaurin absolument convergente, dont tout terme est de degré '^ p,
1

un terme de la forme A j,n 'loga;; (A constante, x-y> o), etc.

Je considère en même temps que le système (6) le système

(7) .// =^ =....= 1;^.
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Les équations (5) deviennent pour le système (7)

(8) mpt=z---^=Oi{p„ ...,pi),

i—p pr \ p, Pi

Une des solutions s'obtiendra en posant p, = p^ = . . . = py = o, ce

qui rend identiques les y premières équations (8), les autres déter-

minant pj+f, ..., p„. Le système des n—j dernières équations n'est

d'ailleurs autre que celui des équations (5) correspondant au système

analogue 3(7)
dxi+t dx,.

(9) dt^^r^ =...= ^,

où

c'est-à-dire au système différentiel déduit de (7) en y faisant

Les systèmes (G), (7) et (9) ont cette propriété remarquable que

l'on peut y considérer séparément le système obtenu en y négligeant

les À dernières équations. En particulier, on peut déterminer la première

fonction .f, par une quadrature, la seconde x.-, par une équation du

premier ordre, la troisième x.^ par une équation du premier ordre, etc.

IV.

Cas où /' est impair > i.

Je vais établir le résultat suivant.

Théorème L — La condition nécessaire et suffisante pour que les

solutions réelles du système (6), dont les positions initiales

pour t = o sont assez voisines de l'origine J7, = . . . = .r„ = o (^c'est-

à-dire les solutions pour lesquelles x\ -\- xl + . . . + xl a une valeur

initiale assez petite)^ soient toutes stables, c'est en général que les

solutions détcrminatites de (7) soient toutes stables.
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Si les solutions réelles de (G) sont (ou/es stables, elles sont tontes

d'une des formes

(lo)
.z-, = . . . = a;,= o, •3"y= {pj-\- Ej){a -+ ty-i',

J = i -i- j , « + 2, .... n ; a 10. û,vi?=

avec liin ij = o pour / = -i- x
;

JT, ^ . . . := ^,- =r o, Xj =: pj(a -i- t )'
~''

est alors une solution simple quelconque de (-) (' ).

Cet énoncé est vrai en général, c'est-à-dire, pour préciser, au cas où

le coefficient — (3,- de xf dans X, est supposé ^ o quand i = i, 2, . .
.

,

et n, hypothèse que l'on fait dès à présent.

Alors, comme on le verra, la condition nécessaire et suffisante

pour que les solutions déterminantes réelles de (7) soient toutes

stables, c'est que p,, ..., p„ soient tous > o. Dans le cas particulier

où les Y, sont tous nuls, c'est-à-dire où (6) et (7) coïncident, le théo-

rème reste vrai même si la valeur initiale àe x] -\- . . . -\- x'i est absolu-

ment quelconque. On pourra le vérifier au cours de la démonstration.

Enfin, dans le cas un peu plus général où les Y,- sont nuls, mais où

les X,- sont des polynômes homogènes de degré p en j;, , . .
.

, x',, dont

lès coefficients A sont, dans un domaine sphérique D ayant son centre

à l'origine .r, = . . . = x„ = o, non plus constants, mais variables, et

de la forme A'(i + t), les A' étant constants et les i -1- £ restant corn-

pris entre deux limites fixes ]> o assez rapprochées, avec £ =: o à Tori-

gine Xj,=^o (-), le théorème est encore vrai, et, en général, ledomaincA

des valeurs initiales admissibles est d'autant plus étendu que D l'est.

Si D comprend tout l'espace, il en est de même de A.

Soient donc p, , (îj, • • et [3„ :^ o.

(
'

) L'origine est dans ce cas, pour les trajectoires, un nœud, d'après la termi-

nologie de M. Poincaré {voir Picard, Analyse, t. III, 1896, p. 200-207, et les

Mémoires de M. Poincaré qui y sont cités).

(*) Les £ sont fonctions de .c,, ..., j-,, et même, si l'on veut, de <, pourvu

qu'ils tendent uniformément vers zéro avec ,r,, ..., .r,, quel que soit l. Ce sont

alors les A' qui sont les coefficients des cp,.

Journ. de Math. (6' série), tome \'. — l'asc. III. iç)iiç). J I
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Cas OÙ /? = I. — Le système (7") se réduit à

dœ, dx,

on a
1 _p_ _2 ,

(12) ^,{p-i)f,-=zp„ x\~''=p,(p-i){a + t-).

Quand p, est =^0, la condition a^o exige (pour / = o) [i, >o,
pp' >o, et réciproquement : la solution de (11) autre que x, = o est

stable. Au contraire, quand on a encore p, 7^0, la condition a <| o

exige (pour /^o) p, <Co, pC
' <Co, et réciproquement : la solution

de (I i) autre que a;, ^ o est instable.

Quand [il, > o, la solution de (i i) autre que x, = o s'obtient, comme

on l'a vu, en prenant pour p, les valeurs réelles

{il bis) p,= ±|[p,(/>-i)]'~|.

Le système (6) se réduit à

rir
(i3) dtz^^, X; = -(3,< + Z,xr',

OÙ Ton peut prendre S fixe >o et|Z|l limité supérieurement

lorsque ]
x,

|
reste assez petit.

Ceci posé, j'établis le théorème pour « ^ i . Je dis que les solutions

de (i3) ne sont pas toutes stables si celles de (i i) ne le sont pas toutes,

c'est-à-dire si ^, <;o. En effet, dans ce cas, pour une valeur de x, de

module assez petit, X', et -^ sont du signe de a;f, c'est-à-dire que \x,
|

croit : x, ne peut donc tendre vers zéro.

Au contraire, je dis que les solutions de (i3), avec |j;°| (valeur

initiale de x, pour / = o) assez petit ('), sont toutes stables si celles

de (i i) le sont, c'est-à-dire si j3, > o. On a ou bien x, =^ o, ou bien

(i4) ,r, z=(p, + £i)l>« + 0'"''' «>o, pi^o,

(1) La restriclion est inutile si Xi=— p,xP(i -I- Ç', ), où i -t- Ç', reste compris

entre deux limites fixes > o, dans le domaine D, renfermant l'origine, et où l'on
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l^ lendanl vers zoro quand / croit indéfiniment, et (a + <)'"'' étant réel

et positif.

En effet, je donne à./-, une valeur initiale
|
x" |5y), où yj est assez petit :

dj; . .

Xf et -^ sont de signes contraires d'après (i3), puisque ^, >o; [.x-,
|

décroît et reste ;5y]. Si x-" = o, x, reste nul. Soit x"" :^ o; la solution

peut toujours se mettre sous la forme (i4)> ^i étant convenablement

choisi , et .r
I
conserve le même signe . Je subs lit ue dans ( 1 3 ) la valeur ( 1 4 )

;

on a

_1 . ^ p,(p. + s,K^'
^

1 — /> a + t a-h t
'"

I f/.r,

xl ~dt
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le choisis alors o> o cl le signe de p, de façon que

a-lT-.ç,\a'--r\:

la valeur initiale de î, pour / = o est o, en sorte que
|
c,

|
va d'abord

rester petit quand / croit à partir de o; yj étant assez petit,

'
/' - ' P-' '

et si |£||, croissant à partir de o, vient à être supérieur à -i-q.,, on

aura

1/'-'
I

2

-^ et £, sont de signes contraires, en sorte que
| £, |

décroît; |£, |
ne

peut dépasser 2'/]2, et, par suite, reste limité en fonction de yj ;

d'après (i4)) -^i tend vers o avec - : les solutions de ( i3) so/il foules

stables. On voit en mèm,e temps que^^ tend vers o, puisque, à chaque

instant,
| £, |

ne peut dépasser 2Y).,, et que /], et ï]^ tendent vers o.

c. Q. F. D.

Remarque. — Il convient de noter que, lorsque
|
.r" | < rj,

|
x\

\
reste

plus petit que y).

D'autre part, pour chaque solution, a semble dépendre de a;"
;

soit ctfi 2o tel que

I
-^

I / j-" \ '-''

x-;= p,U>„-''|, "«=[-^) '

on trouve en réalité

Mais, si a, désigne un nombre arbitraire ;^ o, on aura

1

^ + ^'^" -.„+.
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et î| tend vers o avec.-; posant

(p, + £,)(! -t-£',)=:rp, + £'l,

on a
1

OÙ s" tend vers o avec -; autrement dit, toute solution telle que

o<|ic"|<ï] est de la forme (i4)) où a est une quantité positive

arbitraire.

Cas où /< > I .
-- La méthode va consister à admettre que le

théorème est vrai pour n = i , 2, . .
. , ^, et à démontrer qu'il est encore

vrai pour n =^ q + i

.

Les équations (8), pour le système (7) correspondant, deviennent

_£i

(l5) / /«po = Oolpn P«)i

9^ =7±r^, = ?i<p.)=-?.p^

mp,,+, — 9,^.,(p,,po, . . .,py+i) (').

Je remplacerai, pour simplifier, ',,+ ,, ^,,+\i ^q+n 'iç+n •••? par >^» p»

-V, ^, ....

Je dis d'abord que les conditions du premier alinéa du théorème I

sont nécessaires.

En effet, je suppose stables (dans le domaine de l'origine) les solutions

réelles de (6). L'équation

r/r
di^-^, x; = - [3, X'; -h z, .wr',-

appartenant à (G), donne

^,= ou j:', = (p, -t- s, ) (« H- /)'" avec p,^o.

La solution correspondante de (6) ne peut être stable que si x, := o,

(' ) A toute solution réelle p,, ..., p, des i premières équations (i5) correspond

toujours une solution réelle p,^.| de la (/-(- i)'»'™'' puisque p est impair.
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OU si, X, étant :^ o, on a [3, > o. Dans le second cas, p, étant réel si

l'on veut, a est £;o, et la solution Xi =^ p,( a -+- ()"' du système
( 7) est

stable. Dans le premier cas, x,, . .
.

, x sont solutions du système

, (Lr., dx
(16) d/ =: -^" — . . .— —-) ou j;, = o,

et pour lequel le théorème I est supposé vrai. Mais le système analogue

à (h) correspondant à ce système (16) est

, (l.r, dx
(17) (3!< = -^ =:. . .^ — > ou X|=:0.

Les solutions déterminantes de ce dernier système sont celles de (7),

quand on fait dans (7 ) .r, = o : ces solutions sont encore stables d'après

l'hypothèse, puisque le système ( iG ) n'a plus que q variables Xn^ . .
.

, x

autres que t. Finalement, les conditions du premier alinéa du théo-

rème I sont nécessaires.

En particulier, soit dans (6) j, = . . . = .r,„, = o; on a

dx, dx,
(18) d/=: ' —

où Z;- ne dépend que de ,//. Puisque, par hypothèse, {3, ^ o, il faut

On peut d'ailleurs remarquer que, lorsque p,, . .
. , [3^, [3 sont ^^^ o,

la condition nécessaire et suffisante pour que les solutions déterminantes

de (7) soient toutes stables est que [3,, . .
. , (3,^, [3 soient > o. En effet,

les conditions sont nécessaires d'après (18); elles sont de plus suffi-

santes, car si p/^o, les solutions de (7) pour lesquelles .c, — . . . =./;,_ , =0,

Xi^o sont telles que dt = _ ^'
,,

, c'est-à-dire stables, puisque la

valeur p, correspondante est réelle et ^ o, ce qui exige a> o [équations

analogues à (12 )J.

(') Quand 3,<o, lu solution est instable d'après ma définition; mais cela ne

veut pas dire que \x,\ va toujours croître indéfiniment avec t. Si, par exemple,

, ,

dx/
X'/=— ^,xf—yx'/',y>o, p' impair >p, dès que|^,| est assez grand, -^
est de signe contraire à x,-, et \Xi\ reste limité supérieurement.
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J'établis maintenant que les conditions du premier alinéa du théo-

rème I sont suffisantes, et que, quand elles ont lieu, c'est-à-dire quand

on a p,, . .
. , P^ et [ii ]> o, les solutions de (6) sont stables dans le do-

maine de l'origine. On montrera ensuite qu'elles sont de la forme (lo).

D'abord, ces conditions étant réalisées, les solutions de (G) pour

lesquelles x^ = o sont toutes stables. En effet, ces solutions dépendent

du système (i6); le système (17) correspondant a toutes ses solutions

stables, et il en est de même de (lë) par hypothèse. De plus .r,, . . . .r^,

X sont de la forme (10).

Je suppose donc x-, et jt" :^ o; par hypothèse, u;,, . .
.

, x^ sont de la

forme

avec a^o, p, 7^ o, lim Zj = o pour t infini positif.

Lemme I. — Quand les valeurs initiales x], . .
.

, x-^, x" de x,, . .
.

,

Xç, X ont leurs valeurs absolues 5 r\ (•/] assez petit ), |
x,

|,
. . . ,\Xg

\,

\x\ restent limités supérieurement et ^/g+,{-i]) {où f^+, ne peut

dépendre que des coefficients des polynômes X,, . .
.

, X^, X et de y],

et s'annule avec -fi).

On sait que ceci est vrai pour q ~ o (cas de n = i). J'admets que le

lemme est vrai pour x,, .... x^; par suite,
|

x" |, . . . , |
x"

|
étant <

y],

I

X, !,...,! Xy
I

restent ';: -q' = /^{'i]
)
qui s'annule avec y]. On a

^ = X'=:9(.r,, ...,.v,,,a;) + Y =: — p^c/'-i-. . . + Y.

|x,
I,

. .
. , I

./y
I

restant 5-/)', dès que
|
x-| atteint vy)', on a

9(^1, . . ., j;^, X-) =— (3x''(i -H £') avec \i'\~-7>

V ne dépendant que des coefficients de cp, puisque o est homogène (
' ).

(') En effel, il suffit (3 | arPl 1. di, i étant la somme des valeurs absolues des

autres termes de o, où l'on remplace x-,, ...,^^ par n' ; si |x:|=v,r)', il suffit

(3vf >42,, cil i, se déduit de 2 en y remplaçant |x;| par v,-/)', puis supprimant le

facteur yj'p : v est alors une limite supérieure ^i des racines positives de

(3v^— 4^1 = 0, équation en y,.
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Prenant alors U-| = v^' assez petit ('), ce qui est possible si y] et y]'

sont assez petits, \\ |
est très petit par rapport à 1x1'' = ( v/i')'', et

~dt

'~ x''(i+z") avec U" | <

Par conséquent, y; étant pris assez petit, et
|
.r" |, . .

. , |
.c"

|, |
ar"

| au
plus égaux à r\, \.c\ ne peut atteindre en croissant une certaine limite vr)'

sans décroître; \x^ |, .. ., \x^\, \x\ ne peuvent dépasser rt]' =f^_^,(^ri),

/ç+,(-n) s'annulant avec y). c. n. f. d.

Lemme II. — Quand les valeurs i/titiales x", ..., r", x" de x,, ..., x^,

X ont leurs valeurs absolues <•/] [/] assez pelil (-)], à partir d'un

temps /, assez grand, — reste limité supérieurement et ~\i. (où
f/.

ne dépend que des coefficients de X
,

, . .
.
, X^, X) ; donc, x tend vers o

En effet, soient

on a, d'après (G) et (i i),

, .r , dx — x dx, .v,\'— ^ \ '.
,

du = — = — ! dt.

7i== -7; ' <h = o{i,ll,. ...,ll,„ll).

I

x
I
restant limité et aussi petit qu'on veut, d'après le lemme I, on peut

(') Cette restriction est inutile quand Y, = o identiquement, quel que soit i;

alors ïi est aihitraire, même si les coefficients des 9, ou des X,- sont variables

entre certaines limites, comme il a été dit,

(-) Cette restriction est inutile quand Y, := o identiquement, quel que soit i,

même si les coefficients des o, ou des X, sont variables entre certaines limites,

comme il a été dit.
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toujours n'envisager (|uo des tein[)s (, tels rjue ?/,, ..., i/,^ soient aussi

voisins qu'on veut des valeurs de la forme — > •• >
'— vers lesquelles ces

pi Pi

quantités tendent par hypothèse. Je suppose qu'il en soit ainsi.

\ et \ , ne renferment que des termes de degrés ^ p en ./•,, . .
.

, .c^,

.r; '^, est ainsi composé de termes de la forme t' it':,'. . .i/'', où

A., +. . .-t- k^p, et où s'est aussi petit qu'on veut quand j./-, |, . .
. , Ix'^ |,

|x'| sont assez petits.

D'autre part

'1 +_P,(/
=—

P///'+/,,, 3>o,

où A, ne contient que des ternies de degré <^ p en u, de la forme

yut'. . . w*; lorsque
|
u

|
est au moins égal à un certain nombre jj.> i qui

ne dépend que des coefficients de i|; (ou de ip), de 3,, de p,, o.,, . .
. , p^,

c'est-à-dire finalement des coefficients de X,, . .
.

, X^, X,

'l'
-+- P' " = "~.r

' =- fi "" -H >., - - ^ "" (1 + s; ), I

s; i< 7
•

D'ailleurs, quand |«|~î:ul, si rj est assez petit,
l
'j;, | <[ e!, [3 |

i^/"! (où

£., <^T) et même est aussi petit qu'on veut), car, d'après l'hypothèse,

I4'i*"^| est d'ordre de petitesse au moins égal à celui de |./-|''"^'-', quand
|

,/,|

est suffisamment petit. Donc alors ('
)

I du .
, , , , ,

I

_77^ 7^^-p'"'(' + '3) avec \h\<--

du

Il est maintenant évident que |m| décroît, puisque p est impair,

du . , • ,
'

, I -1 1 A

—r étant du siejne de — a: ./, tendant vers o avec -> il en est de même
dt ^ ' ' t

de X, puisque \u\a une limite supérieure dès que /dépasse une certaine

limite t,. Il en résulte que i, t' u'i; . . . «*, '|, tendent vers o avec -•

C. Q. I'. I).

(') L'égalité reste vraie lorsque, les Y,- élant nuls, les coefficients des \,, .. .,

Xj, X sont variables (y compris {3) entre certaines linnites, comme il a été dit

plus haut, de façon que (3,, .... [3^, [3 restent supérieurs et inférieurs à des

nombres fixes > o, et que les autres coefficients soient limités supérieurement.

3.,
Jotirn. de Matli. (ti' série), loiiie V. — Kiisc. lU. 190g. ^~
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Lemme III. — Dans les mérncs concilions, ait bout d'un temps

i2 = i^ assez grand, u prend une iialeur aussi voisine qu on veut d'une

racine réelle cj de l'équation en u

']j + (3, M = o.

En cflet, je suppose que ceci n'ait jamais lieu à partir d'un certain

moment /', assez grand; dans cette hypothèse, pour toute racine réelle i

de celte équation, on a indéfiniment, dès que <=/',, \u— <:y\ >'(', où

X,' est un nombre fixe aussi petit qu'on veut; par suite, | '<); + [3, « |^ (^,

('(, nombre fixe analogue à (^' et fonction de "('et des coefficients de

X,, ..., Xy, X). D'après ce qu'on a vu, '|, tend vers o avec -, et l'on a

à partir d'une certaine valeur de /; '^ -l- ^, i< -f- 'j/, garde un signe cons-

tant, ainsi que -j-i d'après (19). La variation Am de u pendant l'inter-

valle de /' à /' -H T est, d'après (19), telle que

^ J,. ''' + ' 4 V a + t'l

I

u
I

pourrait croître indéfiniment avec t, ce qui est impossible d'après

le lemme II. Il y a donc une racine u telle que \u — i\<^'C,' k un moment

t^^ty assez grand, si petit que soit "('. c. q. r. d.

Remarquant que (')

|4- (3,f< = 9(1, "2, • • -, "v> ")-+- Pi"i

et que, lorsque t^t^ et /, assez grand, m^, ..., u,^ diffèrent aussi peu

(') Lorsque les Y, sont nuls identiquement, et que les X, ont leurs coefficients

variables comme il a été dit plus haut, les coelficients A = A'(i-l-£) tendent

vers leurs limites A' quand j-,, ..., :v,,, .x- tendent vers o, et ce sont ces limites

qui interviennent dans (19 bis) et (20).
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qu'on veut de — >
.

. • ,
£i' d'après Thypotlièse, on voit que a diffère de

moins de 'C d'une racine réelle — de
Pi

\ Pi pl p./ - Pi

telle que

(20) 9(p,, . . ., py, p) = '"p,

d'après (i 5).

X.' étant donné (aussi petit qu'on veut), on a, au bout d'un temps l.,

assez grand,

\ll—(l\<l', !T— -^ <Ç',
I Pli

L/- P-|<.r.
I Pli

Si, parla suite, « — — redevenait ^2'Ç, le lemme III montre qu'à

un moment /;, > t., assez grand, \u — — devient -< ^Ç, p' étant une

racine réelle de ( 20), égale ou non à p; on peut continuer de la sorte.

Donc :

Lemme IV. — Ou bien ;/p, tend vers une racine p de (20) (auquel

cas ^ tend vers —], ou bien «p, diffère une infinité de fois de

moins de 2"C'p, d'une racine réelle de l'équation (20) en p, et une

infinité de fois d'au moins 2rp, de toute racine réelle de cette

équation (C étant un nombre fixe aussi petit qu'on veut ).

Pour établir complètement le théorème l. il ne reste plus qu'à écarter

ce second cas.

.Fe suppose que ce second cas soit réalisé. Soit

(21) P=:P(«) = (3fl, ^, ..., ^:
\ Pi pl

on a, d'après (19),

(22) —jj-^ — ==0(1, tu_, 11,1, //) -(- p,(/ -H iL,= p -h c'i + J/,= P -+-£'5,
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OÙ z., tend vers oavec -:
i

'

P((i) —— ^1/1'+'/.,. 3 > o;

où X2 est un polyiK^nie en 1/ de dei;ré <C/'-

Soient a, la plus petite racine réelle, (7.-, la plus grande racine réelle

de P : si, / étant > /., {t,, assez grand), u prend la valeur ct, — z, ou la

valeur 1., -\- t (z iixe, positif et aussi petit qu'on veut), -j- est respecti-

vement positif ou négatif. On sait, d'après le lemme IV, que a prend

pour /j^ /, une valeur comprise entre a-, — £ et o-j + î; donc, à partir

de ce moment /j, u reste compris entre 7, - s et a, + £.

D'autre part, pour /^/j, soit Vj une valeur de u qui diffère d'au

moins z' d'une racine réelle quelconque de P (i' comme z), et, pat-

exemple, P(v„ ) > o : « croit, et ne peut jamais reprendre la valeur v„

parla suite, car on a aussi, par raison de continuité, P(« ) ~p> o quand m

est compris entre v,, et v„ H Soit v, la racine réelle de P immédia-

tement supérieure à ?/„. Si elle est d'ordre impair, P(v, + e") <; o

(e" comme £), et -yj est <^ o pour u =^ v, + z" (dans le cas général,

(^ P .

V, est racine simple, et -r~<C o); on voit que u va tendre vers v,. Si v,

est une racine d'ordre pair, ou bien a tendra vers v,, ou bien u prendra

une valeur v, -\- z" telle cjue P(V| -i-£")]>o. Dans ce dernier cas, à

partir de ce moment, on raisonnera comme ci-dessus en considérant

la plus petite racine v^ de P supérieure à v,.

Le cas où P(V(,) <^n, et où, par suite, u décroît pour u^v„, se

traite d'une manière identique : on considère la plus grande racine v',

de P inférieure à v,, ; // tend sûrement vers v, , si v', est une racine d'ordre

impair, el, quand v, est racine simple, -r-r <C o. c. q. f. d.

Hcniai-que I {' ). ~ p étant impair, P a toujours une racine réelle

àPdP
eld'ordre impairv, tellequePiv, -1- £' )<^ o, et, en général, que -j- <io,

(') Toute-, ces remarques supposent {3i, ..., ,3,, > o.
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puisque P(— oc) csl positif et P(+ 3d) négatif. Le système ("1.5) a

toujours une ou des solutions réelles qui conviennent.

Il importe de noter que, si v^ est une racine de P telle que -r— > o,

on a

P(V,— S)<0, I^(-J,-|-c)>0,

et u ne tend jamais vers Vo, si, pour Z^/^, |;/. — v^
|
est à un certain

moment ^i'.

Remarque FI. — Soit la solution de (6) telle que,

X, TT . . . = r,' m O, J\^-i y^ O,

avec les valeurs initiales

,r-'J
=:. . .^ ^J =:=0, .rj^, ^ O.

D'après ce qui précède, la solution de (6) pour laquelle

est telle que

'«/, = ( pt+ S/,
) ( « + '" avec Pi jzz o,

si petit que soit|x^. |. Les tangentes à l'origine aux deux trajectoires

sont distinctes.

On peut alors donner suffisamment, comme il suit, une idée, au

moins en général, de la répartition des trajectoires au voisinage de

l'origine. Je remplace P(«) par P^+i C'/^+i ), et j'envisage toutes les

droites D d'équation " = — =•••=—^. ,Je suppose que les P/(h,)

n'aient que des racines simples ; soient

"'~Pi' '"' ""~Pi'

Parmi les droites D, celles pour lesquelles on a à la fois

<^P2 d\'^ <)\>„

seront, pour ainsi dire, attractives pour les trajectoires, c'est-à-dire

que la généralité des Irajertoires leur sera tangente à l'origine.
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Exemple simple :

àP
^i^^—^f, Pi{u,)^— uf ~h 1/,, -—

î =

—

3m,?h-i.

àP
Les racines de P,(«v) sont — i, o, 4- i, et, pour elles, -r—^ est éiial à

— 2, -\- 1, — 2 respectivement.

Les trajectoires ont, en général, pour équations

(C,- conslaiite).
2(C,-t-0

et ces trajectoires sont tangentes à l'origine à Tune des droites du sys-

tème x-^ =. . .=z x^ correspondant aux racines ± i des P,(j/,); mais il

y a des trajectoires exceptionnelles correspondant au cas où quelques-

uns des C, sont infinis et les x^ correspondants nuls.

Remarque 111. — Je suppose que X' soit de la forme X'=.tX",
X étant en facteur dans ç(ii;, , . . ., x^, x) et dans Y. Je dis que x con-

serve un signe constant.

En effet, puisque

v=^-'". '•(5)=/^-'"'

.-c,, ..., ar^, j? gardant leurs modules limités, j \" c/l r son module li-

mité au bout d'un temps iini, et x ne peut s'annuler, ni, a fortiori,

changer de signe, au bout d'un temps iini.

En particulier, lorsque, dans (6), X^ = x^X, pour /= 1 , :î, . . ., /?,

x^, .. ., Xn conservent constamment leur signe initial quand / varie à

partir de f= o.

Bien entendu, sauf pour le cas où les Y, sont nuls identiquement et

où les X,- ont leurs coefficients constants ou variables entre certaines

limites comme il a été dit plus liaul, il ne s'agit ici que des solutions

pour lesquelles les valeurs initiales ont des modules assez petits. Pour

les autres solutions, quand X' = rX", le même raisonnement montre

seulement que x ne peut changer de signe au bout d'un temps fini tant

que .r,, . . ., x^, x, X" restent finis.

Plus généralement, un résultat de même genre a lieu quand on a.
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quel que soit /,

(22 bis) x;=Ë; + a',-£';

où
^'f
ne dépend pas de r, et reste positif ou nul lorsque ./,, . . ., .ï:,_,

sont positifs ou nuls, ^] restant infiniment petit d'ordre p — i lorsque

./.•, , . . ., A-, sont infiniment petits du premier ordre.

Pour « = I
,
(22 bis) a toujours lieu avec ^^ = o, et Xj reste positif ou

nul si x" >o. Les conditions ( 22 bis) étant supposées réalisées, j'admets

que X,, ..., Xg restent >o si a°, ..., a?" sont >o, et je vais montrer qu'il

en est de même de x —-x^^, si x'' = a.'"^, ?o. En etîét, x ne peut devenir

négatif sans s'annuler; si, à ce moment /,, ^'=^J^^,>(), ^>o
et X redevient positif; je suppose donc qu'au temps t, on ait à la fois

(22 ter) a;z=o, -;-=:\'= o, £ — o,

et j'admets que x devienne aussitôt après négatif : soit x = — y,

y" étant aussi petit qu'on veut et > o, si y croît dey" à y' pendant le

temps T, ^"^o pendant ce temps, et

i^<i"di, L{-^]<l^"di.
fr.

Le second membre est Uni si le temps z est fini, le premier est au

contraire aussi grand qu'on veut, et l'hypothèse que x devient négatif

conduit à un résultat absurde (
'
). Dans le caspai'ticulier où les condi-

tions x,, . .., Xi_f ^o, ^'- = o entraînent x,^. . .^ x",_, = o (exemple

^'. =: x"'^ -1- xl -+-.

.

.+ j;^_| ), quel que soit i, ces raisonnements sont su-

perflus, car (22 ^ér) entraine alors a?, =... ^ x^ = a; = o quel que soit ^.

Remarque IV. — Je suppose que, dans ((3), les X) soient holo-

morphes dans le domaine de l'origine, c'est-à-dire soient des séries de

Maclaurin convergentes procédant suivant les puissances entières

. .
)•"

(') Car y' étant pris fixe et aussi petit qu'on vent, et z fini, '— peut être pris

aussi petit qu'on veut.
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croissantes des xj. Une théorie de M. H. Poincaré et ses complé-
ments (') permettent, dans des cas étendus, de calculer les î,, dès que
leurs modules sont assez petits.

Soit p,=^ ?/(?i' ?2) •1 p,) : le changement des variahles

-=(«-|-0"', .?,= (p,+ £,)T

transforme (G) en

«'t _ de,

ip- 02' ^y ^' -+- =' + *'+ (/^ - 0-^1^,-

Y== z^'+i'W '

I

^F,
I

restant limité, o étant entier, et <I>, ne contenant que des termes

du deuxième degré au moins par rapport aux tj. On peut appliquer à

ce système la théorie en question : soient 5,, s.,^ ..., s„, i les racines

d'une équation qui se réduit ici à

si ces /i -(- 1 racines sont positives > o et distinctes, les £,• sont en général

développables en séries procédant suivant les puissances croissantes

de T*', . .
.

, t'", t, logT, et qui tendent vers o avec t.

D'ailleurs, d'après (i5),

'"^ 5^(yj — ') = '-/^|3ipr'(/^-i) = ' + '"/'(/' -O^'—iO;

d'après (21), où l'on pose v = -^ (p, =^ o).

PîP(v) = 9(p,,....p„p) + i3,ppr',

-Â- = ~r ^ P^ p'î' = T^ +(7v ào '
' dp

(') E. Picard, Traité d'Analyse, t. III, p. 6 et 17, Paris, 1896, et les auteurs

cités dans Painlevé, Eiicycl. der Matli. Wiss. (Meyer et Burkhaidt), Bd II,

Heft 2/3, p. 224-225, en particulier E. Lindelôf et J. Ilorn. Je crois inutile de

chercher à discuter ici avec plus de précision les conditions d'npplication de la

Remarque IV.
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'1 \l.)

Les développemenls en séries ci-dessus seront donc sûrement appli-

cables en particulier si la solution p,, ..., p„ de (i5) est une solution

dP
simple et telle que les diverses quantités -r— soient distinctes, < o et

distinctes de — p,. Les polynômes X,, X^, ..., X„ étant, si l'on veut

(à part la question des signes des p,), les polynômes homogènes les plus

généraux de leur degré, on voit qu'en général, pour les systèmes réels

dP
'

p, , . . ., p„ tels que les — soient <^o, les e, seront calculables par des

séries; on sait de plus {Remarque 1) qu'il y a toujours en général de

pareils systèmes p , , . . -, p„ (' )

.

Cas où /( est pair.

Dans ce cas, d'après le paragraphe H et l'équation (i3), il ne saurait

être question de stabilité pour les systèmes (6) et (7) dans tout le

domaine de l'origine, dès que le système (i5) a un système de solu-

tions réelles non toutes nulles. Or, ce système (i5) admet toujours

une solution réelle telle que

-?'/+>p;;..

Il n'y a donc jamais stabilité dans tout le voisinage de l'origine.

Toutefois, la question de la stabilité peut s'étudier dans un secteur

solide, si l'on est assuré que x,, . . ., x,^y restent.

(
'
) Soit le système

^' —dt (i=ri, 2, ..., «),

oii \, est un polynôme homogène de tlegi'é p on .r[, ...,.r„, \, une fonction

holomorplie de .j-,, ..., .r„ n'ayant que des termes de degré > p- On peut

observer que la mélliode de la Remarque IV e.i\. a|)plicable à la recherche des

solutions réelles

./•,•= (p, + £,) (rt + l)'"

de ce système, voisines des solutions déterminante^ réelles du système auxi-

liaire (i)

d.v,—! =dl (/ r^ I, 'i, ..., n).

Joiirn. de Malh. C4' série), tome V. — Fasc. III, ig'iÇ). 33
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Je considérerai le cas du système (6) où Ton suppose [3, , ... et ^„:^ o,

et, pour î = I, 2, ... et //,

(23) x;=.7vx;,

(Brmarqur Tll précédente), c'est-à-dire que X,- et Y, contiennent .r,-

en facteur, '—^ tendant vers o quand x^, . . ., r,- tendent vers o d'une

manière indépendante. Cette condition (aS) a toujours lieu dans (6)

pour ? = 1

.

On peut établir pour les systèmes (6) satisfaisant à (23) la pro-

priété suivante :

Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour que

les solutions réelles du système ((>) et ('.^3) ('), dont les valeurs

initiales pour / ^ o sont ^o et assez petites, soient toutes stables, c'est

en général que les solutions déternùnantes réelles du système (7)
correspondant, avec des valeurs initiales ^o, soient toutes stables.

Quand ces conditions sont remplies, ces solutions sont de la forme

(10).

Le théorème s'applique dans le cas général où [i,, ..., p„ :^ o, et

les conditions [3,>o, ..., [B„>o sont alors toujours nécessaires et

suffisantes : 1° pour la stabilité des solutions de (6) et (aS) considé-

rées; 2° pour celle des solutions déterminantes de (7) en question.

La marche à suivre est à peu près la même que quand p est impair.

Le théorème II est d'ailleurs tout à fait semblable au théorème ana-

logue qui résulte du théorème I et de la remarque III ci-dessus quand

p est impair.

Le cas de n = 1 se traite de la même manière qu'au théorème I :

(
'

) <_)i) peut aussi substituer au\ conditions (aS) les conditions pins générales

(22 ^(,s). De plus, quand (6) est de la forme (7) ou quand, les Y, étant nuls

identiquement, les X,- ont leurs coefficients constants ou variables entre certaines

limites, comme il a été dit plus haut, le théorème s'applique pour des valeurs

initiales positives quelconques. Les conditions (22 bis) ou (28) n'ont d'autre but

que de permettre de montrer que les .r, restent ÎIo quand les a-^ sont i o, et aussi

que, si (3,, . .
., (3„ sont ^ o, (3i>- o, . . ., |3„> o sont les conditions nécessaires et

suffisantes pour que les solutions déterminantes de (7) considérées soient stables.
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mais, dans ( 12 A/v), le double signe du second membre disparait, et

0, y est positif. On établit, grâce à (23), que a;, reste positif quand ./','

est positif (?'o//- ci-dessous et remarque III ci-dessus).

On raisonne encore de même pour /i ^ i . On sait que (li) admet

toujours un ou des systèmes de solutions réelles. Les conditions du

premier alinéa du théorème II sont nécessaires.

En effet, si les solutions de (6) en question sont stables, la consi-

dération de celles de ces solutions telles que x, ^ . . .= ./;,_, = o, .r, =/= o

avec a;° > o, donne 8, > o, quel que soil /. Ces conditions [ii, > o sont

donc nécessaires. D'atitre part, quand ^,, ..., p„ sont 7^0, ce sont

encore les conditions nécessaires et suffisantes pour que les solutions

déterminantes de (7) à valeurs initiales positives soient toutes stables :

on vérifie qu'elles sont suffisantes par la considération des solutions

déterminantes réelles de (7) telles que .r, =. . .= a;,,, = o, xi^o,
x" > o, qui donnent p,- > o, r/ > o; on voit aussi qu'elles sont néces-

saires : si, en effet, les solutions déterminantes réelles de (7) à va-

leurs initiales positives sont stables, la solution déterminante i-éelle

.r, =. . . = ./„_, =; o, x„ ^ o de (7) donne d'abord [3„|> o; la solution

déterminante réelle a;, = . . . ^ x^-, = o, j?,,., ^ o, qui existe toujours

grâce aux conditions (22^/5) ou (28), donne P„^,]>o; on remarque, dans

le cas de {p.ibis), que la condition i^ = o a pour conséquence v]^,^o('),

Y]), étant l'ensemble des termes de degré/? de ^'„; et ainsi de suite.

On voit alors que les conditions [3,>>o, ..., P„ > o ou celles du

premier alinéa du théorème II sont suffisantes.

En effet, le lemme I subsiste légèrement modifié, avec les mêmes
notations : x], ..., a?", x" étant positifs et<y], ,/;,, ..., x^, x restent

positifs et =/^+, (/";). Les conditions (23) ou (22 bis) interviennent ici,

comme dans le cas où « = i , en permettant de montrer que x reste

positif. En effet, dans le cas de (23), par exemple, l'équation

montre encore que xS'rq'. On a, d'autre part, comme dans la re-

(') Au besoin, pour simplifier, on admettra a piiori la condition complé-

mentaire ï)'„ ±0.
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marque III du lliéorriiie I,

tuiil que ^- iv.^le positif, et il en résulte, puisque x,, ..., x^, x sont

= /q^,(t]), que .r ne peut s'annuler qu'au bout d'un temps infini, en

sorte que x conserve son signe ('). La démonstration des lemmes IJ,

III, IV sulisiste intégralement. Le second cas du lemnie IV s'écarte

d'une manière analogue : ;/ ^ — ne peut dépasser a., -f- i, si 7., est la

plus grande racine positive de P('Oi P(") ^ toujours une pareille

racine = 0, à cause de ('23 ) ou de (22 bis), car

P{ii) ——^1/1' + . . . + / + p,ii.

où y, terme indépendant de u, est >o; d'autre part, on sait que u reste

positif si, pour / = o, u" est positif. La démonstration s'achève comme
quand p est impair.

C. Q. F. I).

Remarque 1. -— Les conditions (23) ou (22 bis) interviennent

surtout pour permettre d'établir que ./• et ;/ restent positifs quand leurs

valeurs initiales sont positives et lo. Si donc on sait a priori (par

exemple à cause de conditions physiques auxquelles doivent satisfaire

,r,, . . ., x„) que x\, . . ., .'„ restent positifs, on peut négliger les condi-

tions (23) et (22 bis
) ; d'après ce qui précède, quand [5,, . . ., j3„ sont

^ o, les condilions ^| >• t), . .
., [i,, > o sont nécessaires et suffisantes

pour que les solutions de (()) de valeurs initiales positives assez

petites soient stables; si ces solutions sont stables, elles sont de la

forme (10).

Remarque //. — 11 me suffira d'indiquer qu'on peut encore calculer

en général les £, comme il a été dit plus haut dans le cas de p impair,

grâce à une théorie de M. H. Poincaré et à ses compléments.

Remarque III. — Quand les conditions (23) ou (22 bis) ont lieu,

( ') On |ieiit voir-, coiiiiiic chms la reiiiaïqiie III ilii lliéoième 1, que .r ne peut

(lovouir nrgalif (|u;nul il |ii-ciul ki valeur zéro.
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["('•qiiation l'( " ) = <>, en général, ou Ijien a une racine v, >o d'ordre

impair, et même une racine v, ^ o simple pour laquelle -— <;^ o,

puisque P(— x) <[ o, P( o)>o, ou l)ien une racine nulle telle que

dP ^-^ < o pour ?/ = o.

VI.

Extension des résultats précédents.

Les résultats qui précèdent peuvent s'étendre à des systèmes d'équa-

tions diiîérentielles analogues à (6), mais où les X, et les X, ont des

formes un peu plus générales. Je me contenterai d'envisager le cas sui-

vant qui comporte des applications en hydraulitjue, comme on le verra

plus loin.

Je considère le système

(6 bis)
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(4) et (5), et les équations (i5) se conservent, ainsi que les résultats

du paragraphe lî relatifs au cas où p est pair (
'

).

En particulier, quand « = i,

(2/1) ^JEi^K'-'^-

on peut écrire

u; = — (3, jt','' + z, a',''* ^ v, = xi'\ ( 14- z', x\
)

,

où |Z|
I,

|Z,
I

sont limités supérieurement quand |,r,
|
est assez petit,

U; _ — ;3,.r^'+ZiJ7';+'' _ /
g „ y ,,+S\ /

, , . N

y, —
, , 7';r6

— *> Pl-^l + '-l-^l )(l + c),
'

I I -t- ii, J^,

et lim £ = o pour a;, = o. L'équation (i5) correspondante est

et elle a toujours une racine réelle p, ^ o puisque /j est pair. J'envisage

encore les solutions pour lesquelles x,^o : elles ne peuvent être stables

que si p, |> o, ce que je suppose, d'où p, > o. Dès lors, x, reste limité

supérieurement si o 5a;" < Y] ; si ,r" > o, x-, ne peut s'annuler au bout

d'un temps fini; si a?" = o, x, ne peut devenir négatif au bout d'un

temps fini (raisonnement de la remarque IIl du théorème I), et x,

reste nul. Enfin, quand (3, est > o, on a ou bien x, ^= o, ou bien

.r,= (p, -+-£,) (a + 0"~'', rt > o. pi>o,

lim£, =: o pour / ^ ± ao (raisonnement du théorème I avec modifica-

tion légère de la valeur de v], ).

Quand «>i, j'assujettirai, pour/> i, les fonctions U^, V^ aux

conditions

(25) u;= ?,'4-a;,s, v;= a'fi(n-z;);

dans ces formules, ^'- est fonction de certaines des quantités r,, ...,

x,_,
;
^', Tjj sont fonctions des mêmes quantités que ^^, et, de plus, de j-,.

(') Les résultais du paragraphe II subsisleiil évidemment quand U, et V,- sont

homogènes et de degré ^,, p\ respectivement en x^, . . ., J?ni avec /?, — /9j > i et

pair ou impair.
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Enfin, pour ,r,, ..., a;,_, i!o, ^] est positif, et ne peut s'annule^ que

si celles des quantités- x,, . . ., f,^, qu'elle renferme sont toutes nulles
;

^'. et Z[ sont infiniment petits quand ./;,, . . ., r,- le sont à la fois. Je sup-

pose — ^,, coefficient de x'-' dans U,-, différent de zéro quel que soit i.

Je ne m'occupe, d'autre part, que des solutions pour lesquelles

{20 bis) x^péo, quand x^_,^o.

On peut alors démontrer le théorème suivant :

Théorème III. — Quand ^,, . . ., [ii„ sont ^ o, la condition néces-

saire et suffisante pour que les solutions réelles du système (6 bis)

et (25) (' ), dont les iialeurs initiales x'°, . . ., jc° pour t = o sont ^o,

assez petites et telles que (aS bis) ait lieu, soient toutes stables,

c'est que fl, > o, . .
., j3„> o.

Quand (3,, . . . e< j3„ sont > o, ces solutions sont de la forme (10).

En effet, d'après ce qu'on vient de voir, le théorème est vrai pour

n ;= I ; soit «/>i. La propriété étant supposée exacte pour « = 1,

2, . . ., ^, je l'établis pour n = q + 1. Les équations (i 5) se conservent;

les conditions du premier alinéa du théorème III sont nécessaires : il

faut, si — t^i"i'''' est le terme en x'I' dans U), que ^,, . .
., [3^, [3, supposés

^ o, soient > o : la considération de la solution .c, =. . .= ./,v^, = o,

Xi :^ o le montre de suite.

Cette condition est suffisante. En effet, on peut d'abord admettre

que X", ^ o, le théorème étant évidemment vrai quand .r" = o (d'où

x^ = o). On a donc à traiter le cas où ,z° > o, par suite .r", . . ., a;^, et

x" >• o d'après (io bis)\ on peut encore considérer comme démontré

que x'i, . . ., .r^ restent > o. '

Ceci posé, le lemme I subsiste légèrement modifié : d'abord, si

./;,, .... j:.'^, x'''Sti, x,, ..., x^, x sont =/"y+,("^). Les conditions (sS)

et (2,5 bis) interviennent pour permettre d'établir que x reste > o.

Si ^' est nul identiquement, $" et Z' ne dépendent que de x,

(') Si l'on sait a priori que Xy, ..., ;î„ restent ^o, la première des condi-

tions (aS) relative aux U^- et la restriction (aS bis) deviennent inutiles. D'autre

part, quand (6 bis) coïncide avec (7 bis), le théorème s'applique pour des

valeurs initiales quelconques positives telles que (26 6w)ait lieu.
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-i- = X' se réduit à une équation de la forme (24 ) avec |ii > o, cl le

théorème est évidemment vrai. Si ^' n'est pas nul identiquement, et

si .r, positif, tend vers o (/ restant lîni), ^'|> o, en sorte que, x étant

assez pelit et > o, H'+ x\" > o, -^ > o, j; croît et ne peut s'annuler :

X reste > o.

Les lemmes II, III, IV subsistent. On a

/ p-2 p., \ r.
—?>iii-'+'t; „ V(u)

9 i,i~,-- ,'^, Il
] ^â^ii — —^ hS,f/=-^

—

-,

\ pi pi
'

u"'' II'''

P(«)=-— |3«'''+Âi + P,
""' + ',

A, étant un polynôme en u de degré <Cp,.

i du P-h£', ,. ,

„ , -r = => lim£,:=o pour /=+oo.
j-^ ' al „i'\ ^

'^

« ^ — reste positif, et ne peut dépasser t.^ + t. si a^ est la plus grande

racine positive de V{u) [d'après (2,5), il y a toujours une pareille

racine > o]. La discussion s'achève comme aux théorèmes I et II (').

Remarque. — Il est utile, pour la suite, de mentionner que le

théorème ci-dessus reste vrai quand, dans un domaine sphérique D
ayant son centre à l'origine, les U^ sont des polynômes en .r,, . . ., ./;,

dont les coefficients A sont constants ou variables et de la forme

A'(i + e), et que V^. = B'(i -+- £')x"fi, avec £, s' nuls à l'origine a:^ = o,

1 + £ et I -h e' restant compris entre des limites fixes > o et suffisamment

rapprochées, B' étant ]> o, et les coefficients des
.'.f

• dans les U', étant

plus petits qu'un nombre fixe <^ o. Le domaine A des valeurs initiales

des solutions pour lesquelles le théorème est vrai peut être pris d'au-

tant plus étendu que D est plus grand. Le domaine sphérique D ne

comprend, bien entendu, que les points compris dans une sphère

.x^ -\-. . .-h x\ := H- et dont les coordonnées sont ^o. Si D, c'est-à-dire

R, estiulini, A conq)rcnd tous les points de D satisfaisant à (2,5 lus).

(') Il est facile de vérifier que le Uiéorèine III subsiste quanii /' est ini|i;ur

el > I ; i'hv|iotlièse que p est pair ne joue en eflVl annin rôle essentiel dans la

déttionstraLion.
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VII.

Applications à l'hydraulique. — Systèmes de réservoirs.

J'ai étudié antérieurement ( ') les débits d'un système de n réser-

voirs d'eau cylindriques S,, . . ., S„ dont la surface est libre et qui se

vident par des déversoirs non noyés ou des ajutages, dans le cas où les

eaux issues de S, alimentent un ou plusieurs des réservoirs S,+,, ..., S„.

Je considère encore lè même cas, mais en admettant que les réser-

voirs, au lieu d'être cylindriques, ont des formes quelconques : le débit

externe de S, peut être regardé comme une somme de fonctions

/,(Y,) =y //,.,(Y,) exclusivement du niveau Y, dans S,, //,,(\,),

/,

avec /i > /, élant la fraction du débit externe de S, qui alimente S^.;

la section liorizontale s, de S, est aussi une fonction '|,( Y,) = Si. Les

équations ditTérentielles qui régissent les variations des niveaux des

réservoirs sont alors

( 26) .s-,^ = a,, /,, ( Y, ) + . . . + «,,_,/,,,-,( Y,_, ) -/, ( Y,),

OÙ a^j est égal à i si Sy alimente S,, à o dans le cas contraire
; /,( \,)

est fonction croissante de Y, (condition naturelle) et (|^, > o. Les

fonctions//,,- ne dépendent que de la forme, de la nature et de la dis-

position desexutoires de S,.

J'examine le cas où chaque réservoir S, possède des exuloires cons-

titués uniquement par des déversoirs à crête horizontale de même ni-

veau /,< Y,- pour S,; on sait qu'alors, si la largeur 4/ du déversoir est

peu variable avec Y,,

OÙ nii^i est un coefficient peu variable avec Y,-; c'est ce que je suppo-

serai. Le changement de variables -, = (Y, — j,)' transforme le sys-

p —__

(') Comptes K'/if/i/s, i3 iiuiis !9o;>; Bull. Soc. nnU/t.. t. WXIII, kjoô,

ji 129 ; Annales des Ponts et Chaussées, igo6.

Journ lie Malii (
6' si-rio ). loine \\ - l'asr. III. i.)Oi|. -^4
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tème ( -26) dans le système

2S,Zi -^ — a,^ Dii, /,,
;•' + ...— / ^ Wa, 'a,

j
-?,

qu'on peut écrire plus simplement (
'

)

(27) s,z,^ = b„=^l-^...^b,.,^,zl,-bazf.

La remarque du théorème III s'applique à ce système pourvu que s,

ne croisse pas indéfiniment avec Y, ou :, et reste limité inférieure-

ment, c'est-à-dire, en fait, pourvu que, dans les limites où les Zj varient,

Sj ne soit pas trop variable.

Soient r,,, ..., a,-, s- les valeurs de A,,, ..., h,,, .v, pour r,, ..., r,

nuls : lesé([ualions( i V) deviennt^'nl. [)uisqu'ici/) = 2, /)i — == — i,

/>. = 3, />; = !,

. <•,-, pî -H . . . -H f,.,-^, pj_ I

— Cjip^— 0,=: «ip,— cp,(pi, . . ., Pu =z i~J -, i ^—

,

ou
C,/pf — x'/p'l — C,

1 pi — ... — f ,.,-
1 pi'- I

= o.

(lelle équation on p, a une racine positive et une seule. Le système

(') On admet, bien entendu, que les .v, et les h,, satisfont à des conditions

telles que l'existence des solulions soil assurée dans le \oisinage de

(PiCAiiu, l/ialysc, l. Il, 1898, p. 291 et 3oj). Le cas où une partie des eaux de

certains déversoirs se perd en dehors du système se ramène au cas considéré par

radjoiiclion d'un (/' -4- 1)''""' réservoir, avec ou sans débil externe, et recueillant

ces eaux.

Si l'on supposait que les largeurs des déversoirs varient de façon que

/,,,= M,.,(V,-j,r.

oii /, et / sont entiers, et M/., est peu variable avec V,, on ferait la transfor-

mation

le lliéorème III ou sa remarque s'appliiine encoie au s\stème d'équations diffé-

rentielles obtenu.
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de réservoirs possède ainsi un réj^ime asymplotiqiie unicjiic, où lès dé-

bits des déversoirs de S, sont de la forme

^/,/(n-e/./)
//,-,( Y,).=

(a -h /y

X^, étant une constante, et liin£/;,= o pour / = -(- 30. (,)n olitient iina-

lemenl une extension au cas où les s, sont variables des résultats ijue

j'avais indiqués ( lac. ci/. ) pour le cas où les .y, sont constants.

Ylll.

Je voudrais dire encore quelques mots incidemment du cas d'un

système analogue de réservoirs S,, ..., S„dont chacun se vide dans un

ou plusieurs des suivants soit par des déversoirs non noyés, soit par des

ajutages. On admet de [)lus (pie les réservoirs peuvent recevoir du

dehors des débits permanents, et que tout réservoir S, C|ui ne reçoit l'eau

d'aucun des réservoirs S,, . . ., S,_, est sûrement alimenté par un débit

permanent A, =7^0; en particulier A|:^o; enfin, les exutoires d'un

même réservoir S,- sont ou bien tous des déversoirs dont la crête est au

même niveau et la largeur assez peu variable pour chacun avec Y,, ou

bien tous des ajutages de sections assez petites, et dont les centres de

gravité sont au même niveau.

En posant encore Y, — y^ = //,, les écpiations dilTérentielles des va-

riations des niveaux deviennent

(28) ^,;,^ = B,+ /^„;^. + ...+ 6,,, .,;?ir;-6,/;?s

OÙ /'„ > o, où les quantités U,, />,,, .. ., h,j_,>o ne sont pas toutes

nulles à la fois, et où 0,- est égal à i ou J suivant que les exutoires de

Sy sont des ajutages ou des déversoirs.

Quand les .y, et les h^j sont des constantes, ce système admet pour so-

lution un régime permanent tel que ^,:=a,>o, les a, étant donnés

par les équations

( 29) B,- -+- h,, a»;. 4- . . . + 6,.,_, a?.-; — 6„a?.= o.

Il est évident que ces équations possèdent un système de solutions
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réelles, d'ailleurs > o, et un seul. On peut vérifier par les méthodes

déjà utilisées, et qui sont basées sur un théorème de M. Poincaré (' ),

qu'en général cette solution est stable en ce sens que les solutions -,

de (28), dont les valeurs initiales difTèrent assez peu des a,, tendent

vers a,.

Ces procédés sont même applicables (-) quand les quantités Sj, b^j

peuvent varier dans de certaines limites avec les :,-, car on voit encore

facilement que les équations (29), où l'on remplace Z/^ par a./,, dans les

b,j, ont au moins un système de solutions réelles >o (on vérifie de

proche en proche l'existence de a, > o, a^ > o, . . .).

Mais l'on peut montrer directement dans les deux cas, en s'inspirant

des paragraphes III à YI, ce résultat beaucoup plus complet :

Théorb:me. — Toute solution ;,, ..., z„ de ('^S) dont les t^aleuis

initiales sont >o tend vers une des solutions a, >o, . .., 7.,, > o

de (2i-)).

La méthode de M. Poincaré et ses compléments servent alors à cal-

culer la variation des ;,- quand les ;, sont assez voisins des a,.

Ce ihéorème est presque évident quand / = i : on a

.V,
;,i^ r= H,— Aii.-'j', H,>ô,>o, o, lixe;

r, ne peut s'annuler (piand ;"> o
;
quel que soit /,, à un instant t., fini

>/,, :, diiïère de moins de "C, d'une racine de

sans quoi, -
|
13, — />, , r"'

|
restant c'C\, -^ conserve un signe constant.

dl\ -" '

2
1

= ?',(/-<.),

z\ étant la valeur de ;, pour / = /,

(') Foj'r aussi Liapounoff (traduclion Davaux), Annales Fac. Se. Toulouse,

1907, p. 2o3 el suiv.

(-) On peut encore supposer B/^o légèrement variable avec Zj ou l\ dans ce

dernier cas, on doit admettre que B,- a une limite fixe pour < =4-co, laquelle doit

être substituée à B, dans (3o). B; reste toujours supérieur à un mimhre fixe > o

si bu, ..., /',,,_! peuvent s'annuler à la fois.
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Quand / est assez grand, ceci est absurde, car ^|-^' est croissant

pour :, assez petit, décroissant pour r, assez grand. A partir de ce

moment t.,, :, ne peut s'abaisser de plus de t au-dessous de la plus

petite racine positive, dépasser de plus de i la plus grande racine po-

sitive ]> G de B, — /;,, :rj'< = o, et l'on voit comme au théorème I que

z, tend vers une racine de cette équation.

On admet le théorème pour n ^= i, 2, ... et g, et que z^, . . ., r,_,

restent limités intérieurement par un nombre fixe > o et supérieure-

ment, en tendant vers une solution réelle a, > o, . . ., a,_, > o du sys-

tème (29) corrélatif. On montre que le théorème et ces résultats sont

vrais pour /t ^ i. D'après (28), :;" étant > o, ;, reste limité supérieu-

rement et inférieurement, que B, soit nul ou non, car, si B, = o, un des

coefficients />,,, ..., i,,,_, est ^ o. Au bout d'un temps assez grand,

:;,, . . ., Zi_, sont aussi voisins qu'on veut d'une solution a, > o, . . .,

a,„, > o de (28 ), par hypothèse; on montre encore que ;, tend vers

une solution correspondante > o de

B, + l>n x'l' + . . .-h 6,,,_, C!?L-,' — 1)^01.1'= O

(on raisonne comme pour /= i). Les débits limites sont faciles à dé-

terminer.

Au point de vue de la théorie des équations diftérentielles, ce qui

précède n'est évidemment qu'un cas particulier de systèmes analogues

à (G his). On pourra, par exemple, considérer le système plus général

à certains égards

SiZ',' -^ =zB,-i- Oi{Sj, . . . , z,). B, o, rentierî^o,

i=i, 2, ..., «, où O; est un polynôme homogène en z,, ..., r, de

degré p, le coefficient — ji, de z'- dans cp,- étant négatif et ^ o, et les

coefficients pouvant, ainsi que B,- et S;, être légèrement variables avec

z,, ..., ;, ; on suppose de plus que 5,- et [3, restent supérieurs à un

nombre fixe > o, qu'il en est de même de B, si o, ne dépend que de :r,,

et que, si o,- ne dépend pas que de :;,,

9/(-i, • . .,-,-1,0) >o

quand z,, ..., ;,_, sont o et ne sont pas tous nuls. Alors B, > 0, > o
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(o, fixe), z, reste >-o et tend vers une racine réelle >o de B, — j3,
j','= o.

On verra encore que z,, ...,-„ tendent vers un système a, ]> o, . . .,

a„ > G de solutions des équations

B/-1- o,(;,, . . . :,) —

o

(il existe toujours un pareil système, car l'équation en ;,, de degré

p, a son terme en z'/ négatif pour z,-=^-hx, et son ternie indépen-

dant de Zi positif > o). On admet la propriété pour n = i , 2, . . . et

q — I, et on l'établit pour /? = q.

Les questions traitées dans les paragraphes VII et VIII et dans mes

Notes antérieures précitées sont loin d'être les seules que l'o-n puisse

envisager à propos des systèmes de réservoirs, en vue des applications.

La multiplicité des cas susceptibles d'avoir effectivement quelque ana-

logie avec des cas réalisés dans la nature est, pour ainsi dire, indéfinie (
'

).

On pourrait, par exemple, à propos de (28), supposer que les A, ne

soient plus assujettis à être 7^0, chercher alors à avoir des expressions

asymptotiques plus précises des :;,, c'esl-à-dire calculer la valeur prin-

cipale des Zi— o-i en fonction de - > etc. Ce cas, comme celui des équa-

tions (28) dont il est une extension, aura alors quelque ressemblance

avec celui plus compliqué du régime d'une rivière canalisée (au moins

si les barrages sont fixes et ont leur crête horizontale et si les variations

de niveau sont assez lentes). Mais je n'insisterai pas ici sur ce sujet.

Boiirg-la-Reine, 20 juillet 1908.

(') Voir Comptes rendus, 23 novembre 1908, 12 et 19 juillet 1909; Journ.

Ecole Pal., 1909.
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Sur q//('l(jiic\ figures déterminées par les éléments

infiniment voisins d'une eoi&rbe gauche;

Par m. B. HOSTINSKY.

Le présent travail est divisé en quatre Chapitres.

Le premier Chapitre contient quelques propositions relatives à la

généralisation connue des déterminations métriques.

Dans le second Chapitre, j'étudie les sphères non euclidiennes cir-

conscrites et inscriles dans des tétraèdres formés ou par quatre points

infiniment voisins d'une courbe gauche ou par quatre plans oscula-

teurs infiniment voisins; puis je considère quatre cercles et cjualre

cônes de révolution déterminés par des éléments infiniment voisins.

Dans le troisième Chapitre, je reviens aux déterminations métriques

de la Géométrie ordinaire pour déduire les formules relatives à douze

figures limites analogues à celles du Chapitre précédent. J'ai publié

ces formules eu 1907 dans les Mémoires de l'Académie Tclièquc des

Sciences de Prague.

Le quatrième Chapitre a été ajouté pour montrer comment le prin-

cipe de duaUté permet d'établir une relation simple entre deux théo-

rèmes bien connus de la Géométrie infinitésimale.

CHAPITRE L

i. Nous commençons par rappeler quelques formules relatives à la

généralisation connue des déterminations métriques de la Géomélrie.
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Soit (Q) la quadrique absolue, représentée en coordonnées tétraé-

driqucs par Téquation

(i) a"^y'+ 3^+ â<-=o,

désii,niant une constante réelle.

Deux points A (.r, y, z, i), B(x',y', z', t') étant donnés, si la droite

AB coupe la quadrique (Q) en M et N, nous appellerons distance de

deux points A, B le logarithme du rapport anharmonique

„,v,»n MA MB
(2) /•=r(iMNAB)=j^:^.

On trouve

(3) /•=:
i-'-i-yj'-t-zz'-hott'— v/(.^^.<^'+l)^ H-Jj'+o»')'— (x'+7-+J-+o/')(.y''+ ,r'--t-s'-H-6<'')

r'-h rj' -h ::.'+ ètl'^\/ (.i-y+yy' -h zz'-h dtt'y— (x^-^-f^-hz^+èt'-){a:''-\-Y''-hz'--hèt'^)

Cette formule donne pour /• deux valeurs différentes dont l'une est

l'inverse de l'autre; il faut qu'il en soit ainsi parce que, dans la for-

mule (2), l'ordre des deux points d'intersection de AB avec (Q) est

indéterminé.

Si les deux points A et B se confondent, nous avons

La dernière équation est encore satisfaite si M se confond avec N,

c'est-à-dire si la droite AB est tangente à (Q).

Les coordonnées (?/, r, «",/') d'un plan étant liées avec les coor-

données (x,y, z, t) d'un point du plan par l'équation

// X -(- i-y -+- ir; -\- pi = o,

l'équation de la quadrique absolue (i) en coordonnées tangentielles

s'écrit

((4) M--+- (5+ (V--j- -/(- = o.

JNous appellerons angle de deux plans Al^a, r, »',/>,), B(«', r', »',/3')

le logarithme du rapport anharmonique p défini par l'équalion

(5) ,û = (M\AB),
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OÙ M et N sonl les deux plans tangents de (()) qui passent parla Jroite

d'intersection de A et B.

En se servant de ré([ualion (4), on trouve la formule

(6) p--

mm'+i'c'+iïm' +-/'/' T-i/ ( «« -M'c +(vir -H-p/r
j
—I ;/-+e-+u--ir-^- Il f/''-t-i> --f-iv -+-/> -

qui donne deux valeurs pour p dont l'une est l'inverse de l'autre.

Les plans A, B seront dits normaux lorsqu'ils sont conjugués par

rapport à (Q ), c'est-à-dire lorsque

Nous appellerons une droite (c/) iiofnmlc au plan (P) si elle passe

par le pôle (t:) du plan (P) par rapport à la quadrique (Q). 11 est clair

que chaque plan (P) qui passe par la droite (cl) est normal au plan

(P), car il contient son pôle.

Pour définir la distance cVun point A à uti plan (P), nous joignons

A avec le pôle tc de (P). La droite Atc rencontre (P) en B et {()) en

M et N. Le logarithme du rapport anharmonique

(7) f/=:(M!\AB)

sera appelé distance du point A au plan (P).

Soient (ï,JKj -i ') 'es coordonnées du point A, (u, r, ^y,p) celles

du plan (P). On aura

1 / («X+ l'K -+- wz-^plf— (j;--|-7'+ ;--+- ol-) i ii-+ (•-+ ir-+ -p- \ — {iix 4- cj -I- ivz +/>t)

(8) d= ^ ^ ^-^
1 / (ii.i- -f- cj + ivz+ pi)-— (.r- -t-y'+ :-+ dt-)l ir-j- v--\- ir-+ - p- \ + (/.r + Vf+ ivz -hpi

Si le plan ( P ) passe par le point A, d se réduit à l'unité.

Enfin, nous appellerons angle de deux droites concourantes le

logarithme du rapport anharnionicjue

a r= [tf rnii),

Journ.- de Math. (G" série), toinc V. — Fiisc. ÏU, ti|Oi|. JS
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l'équation tangentielle de la sphère (12) devient identique avec Téqua-

tion (6) pour p ^ — r. Donc, chaque plan tangent de la sphère fait

un angle constant avec le plan d'inscription.

Nous pouvons même identifier la formule (8) soit avec l'équation

ponctuelle de la sphère en posant dans (8)

U =: m', i> == ('', tv ^rz w', p =^p\ (/= — r,

soit avec l'équation tangentielle de la même sphère en posant dans (8)

xz=x', y— y, z=zz', t^t', dz=r;

les lettres accentuées désignent toujours les coordonnées du centre et

du plan d'inscription liées par les équations (i3).

Par conséquent, chaque point de la sphère a une distance constante

au plan d'inscription, et chaque plan tangent d'une sphère a une dis-

tance constante au centre.

3. Nous allons étudier les sphères tangentes à quatre plans donnés

{'4) Ai («/,,('/,, liv,,/)/.) (/=: I, 2, 3, 4).

Il est possible de multiplier les coordonnées du centre de chaque

sphère cherchée par un facteur tel qu'elles satisfassent aux quatre

équations

(
1 5 ) ti/, x'+ l'A-y' + 117, ;' + pkl'= ±i(J ni -+- cf + n'I+ 4 pi (/,:^.,2,3, 4),

car ces équations expriment, d'après (8), la condition pour que 1

centre (-r',/', :'yt') d'une sphère soit équidistant aux quatre plans A/

Posons

(.6) .,^^^ u,-r' +v,y+.-,.' + p, t'

(A-=:,, 2,3,4)

yAi+ 'Â-t-"'z--+- jri

et retranchons les équations (i5) membre à membre.
Nous obtenons ainsi les six équations suivantes :

V _,

[ — t— —1 — O, _j

—

^i— O, ^1 — —3— o,
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salisl'aites par les coordonnées du centre clierché. Trois ])reniières de

ces équations entraînent les trois autres.

Pour former le système (i 7), il faut déterminer les signes des expres-

sions S^. En prenant successivement toutes les combinaisons de signes

possibles, on voit, d'après la forme des équations (.17), qu'on n'obtien-

dra que huit systèmes (17) distincts et par conséquent huit sphères

tangentes à quatre plans donnés.

Il est facile de se rendre compte de la distribution des luiil centres

dans l'espace. PZn effet, Tinlerprétalion géométrique des huit systèmes

d'équations (17) nous montre qu'on peut mener, par cliaque arête du

tétraèdre A, An A, A,, deux plans que nous appellerons plans bissec-

teurs. Ces plans séparent harmoniquement les deux plans du tétraèdre

passant par l'arête considérée et chaque centre cherché est intersec-

tion commune de six plans bissecteurs. Il est clair qu'il faut associer

les douze plans bissecteurs de la manière suivante pour obtenir tous

les centres cherchés :

Les six plans bissecteurs intérieurs se coupent en un centre situé à

l'ultérieur du tétraèdre (nous appelons un plan bissccleur iiilcrieur

s'il divise le tétraèdre en deux parties).

Trois plans bissecteurs extérieurs cjui passent par trois arêtes du té-

traèdre formant un triangle et les trois plans intérieurs passant par les

autres arêtes se coupent en un point; nous obtenons ainsi quatre centres.

Deux plans bissecteurs intérieurs passant par deux arêtes opposées

du tétraèdre et les quatre plans extérieurs passant par les autres arêtes

se coupent en un point; nous obtenons ainsi trois centres. Considérons

par exemple les arêtes B, Bo et B^B,, en désignant avec B/; le sommet
du tétraèdre opposé à la face A;;. Les plans bissecteurs intérieurs se

coupent suivant une droite dont les parties extérieures au tétraèdre

sont situées dans deux combles.

L'un de ces combles, limités par faces prolongées du tétraèdre,

touche au tétraèdre suivant le segment A, Ao, l'autre suivant le seg-

ment A3 A,,; l'un ou l'autre contient le centre de la sphère que nous

appellerons, d'après M. Kœnigs ('), sphère du comble (12, 34). On

(') G. Kœ.mgs, Leçons de rAgré^alion claxKique de Mathéiiiatiijiie. p. 70-79^

Paris. 1S93.
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définira rie la même fa^on la sphère du conil)le (2^, i4) el la sphère du

comble ( t3, 24)-

4. Passons maintenant au problème réciproque : Délerminei- les

sphères passant par quatre points donnés

^«(•2-/,, 7^,-4. </.) (A- = 1,2,3,4).

Nous avons à faire un raisonnement tout à fait analogue à celui du

numéro précédent. Les coordonnées du plan d'inscription u! , c', u-', p'

de la sphère cherchée satisfont toujours aux quatre équations

(18) Xk u' H- y h f' -f- -A-
"' + (i.p'=± ^-rl+ r I-+ -I M- ô tl ( A- = i, 2, 3, 4),

ou bien, en posant

, , c -i-
•*/, II' -h ) 7, p' + ;/, it>' -1- i,,p

'

V'9) 3*— ±
, »^„ '

aux six équations suivantes :

\
S, — S,=:0. S2— Sjrro, S3— S^rro,

( S. — S, = o, S; — 82=0, Si — 83^0.

Il y a sur chaque arête deux points qui divisent harmoniquement

le segment formé par les deux sommets du tétraèdre situés sur l'arête

considérée; les huit plans d'inscription des sphères cherchées coupent

chaque arête dans l'un ou l'autre point. Nous pouvons distinguer les

huit plans d'inscription de la manière suivante :

Un plan extérieur au tétraèdre M, IVLMjMi
;

Quatre plans dont chacun.sépare un sommet du tétraèdre de trois

autres
;

Trois plans dont chacun sépare deux sommets du tétraèdre de deux

autres.

5. Nous appellerons rercle l'intersection d'une sphère avec un plan

quelconque (P). Il est évident que chaque cercle est tangent en deux

points A, A' à la conique (C), intersection de la quadrique absolue

(Q) avec le plan (P) du cercle [conique absolue dans le plan (P)].

Le pôle de la droite AA' par rapport à (C) sera dit le centre du

cercle; la distance d'un point du cercle au centre est constante.
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Un triangle étant donné, on peut lui circonscrire quatre cercles et

inscrire quatre cercles.

Remarquons encore que, sur une sphère donnée, il n'y a ijuun

cercle passant par trois points donnés.

6. Il est naturel d'appeler cône de révolu lion tout cône circonscrit à

une sphère. Chaque cône de révolution ayant pour sommet un point P

est inscrit dans le cône absolu (K) du point P, c'est-à-dire au cône tan-

gentiel de la quadrique {Q) ayant le sommet en P. L'intersection des

deux plans tangents communs à ces deux cônes a, dans le cône (K),

un plan polaire (S) que nous appelons jo/a// central du cône de nh-o-

lution. Ce plan central jouit de la propriété suivante :

Chaque plan langent d'un cône de résolution fait un angle

constant avec le plan central.

Du reste, chaque propriété du cercle a son image dans une propriété

du cône de révolution, parce que la transformation par polaires réci-

proques, ( Q) étant directrice, change les cercles en cônes de révolu-

tion.

Par exemple, le centre du cercle commun à un plan (P ) et à une

sphère (S) est sur la droite qui joint le centre de (1) avec le pôle

de(P).

Le plan central d'un cône ayant son sommet en un point M et cir-

conscrit à une sphère (i;) passe par l'intersection du plan polaire de M
avec le plan d'inscription de (Z).

CHAPITRE IL

7. Nous étudierons dans ce Chapitre une courbe gauche (C} dans

le voisinage d'un point O. Soient Ox la tangente et (P ) le plan oscula-

teur en O. Nous supposons dans la suite que O soit un point ordinaire,
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c'est-à-dire que (C) ait un contact du premier ordre avec O.r et un

contact du second ordre avec (P).

Le tétraèdre de référence, conjugué à la quadrique. absolue (Q),
sera défini par les conditions d'avoir O comme le sommet (o, o, o, i),

(P) comme le plan ; = o, et O^ comme l'intersection des plans j)^ = o

et r = o. On peut appeler la droite a; ^ o, ^ = o normale non eucli-

dir/i/w, et la droite x = o, y = o binormale non euclidienne au

point O.

La définition précédente du tétraèdre de référence, serait en défaut,

si O était situé sur la quadri([ue (Q) ou si (P) était un plan tangent

de (Q ); nous excluons ces cas.

Cela posé, divisons les coordonnées homogènes d'un point M situé

sur la courbe (C) dans le voisinage de O par la quatrième, el dési-

gnons les quotients ainsi obtenus par

r, y-

Si l'on regarde x comme un infiniment petit du premier ordre,

y sera un infiniment petit d'ordre 2, et r un infiniment petit d'ordre 3.

Par conséquent, la courbe (C) sera définie, dans le voisinage du

point O, par les équations suivantes :

(21)
f y ^^ ax^-\- a' a:^ + .

(fc^o).

L'équation du plan osculateur au point ÎM(x', y, z, s) s'écrit

— X Y—

j

Z —

^

. dy dz

d.r dx

d- y d-

z

dx- dx-

ou, en développant les coefficients en séries et réduisant chaque série

à deux premiers termes,

(3abx''-h8ah'x^)X — {3bx + bb' x^)^ + {a -{-Za' x)ï— {abx''+?,ab' x'') = o.

On peut diviser la dernière équation par le coefficient de Z, car il

reste différent de zéro dans le voisinage du point O. Dans l'équation
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ainsi obtenue

(22) «X-+- ('Y + Z+/) =0,

les coefficients ?/, c, /j sont donnés en fonction de .c par les séries sui-

vantes :

(23) < i' =

—

3-a.--t-(9—5 6— )x-H-.

« =:— è.r^ + 3 3 6 .

\ «

Nous ferons souvent usage des coordonnées non /ionio<;èncs(u, v, p)
du plan liées avec les coordonnées du point par Téquation (22).

8. Kegardons maintenant la courbe (C) comme arête de rebrous-

sement sur la surface développable formée par ses plans osculateurs.

L'inversion de la seconde série ( 23 ) donne

a ( aa la'-
h'

^"'^ "=-37/'-^(3Ïi-^^

En substituant ce développement dans la première et dans la troi-

sième série (23), on trouve les équations

^ « = ûtc'-i- a'i'^-l-. . . («^o),
^""^^

) /^ = (3.'' -h (3' (•••-)-... (|3=£o),

qui sont tout à fait analogues aux équations (21). Il nous sera avanta-

geux d'employer soit les formules (21), soit les formules (20), suivant

le sujet traité.

Avant de donner les formules qui expriment les relations entre les

équations (21) et (23), remarquons que, pour avoir les expressions

des coordonnées x, r, r du point M en fonction de la coordonnée t»

non homogène de son plan osculateur, il suffit de remplacer dans les

formules (23)

«, c, p, X, ... par y, a-, -, v,

et

a, a' ..., b, b', ... par a, a', ..., P, j3'.
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:

On obtient ainsi

1'^"
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Le plan M^M,„M„ esl représenté par l'équation

X Y Z

OCl }/ Zj

r,„ y,„ -m

r„ y„ :„

OÙ il faut remplacer yi et :;/ par les séries entières en X/ d'après les for-

mules (21).

Le premier membre de cette équation change de signe, si l'on fait

subir aux indices /, m, n une transposition quelconque, et il s'évanoui-

rait, si le déterminant

{a-/— x,„) (j-,,,— j:-„)(a-„— X,)

était égal à zéro. Il est donc divisible par ce déterminant et le quotient

sera évidemment une fonction symétrique des trois variables X/, x'„,

./•„ et, par conséquent, exprimable au moyen des trois fonctions fon-

damentales 'k/i, [X;,., V^.

En effectuant la transformation qui vient d'être indiquée, on trouve

[abix/,-i-ab'(k,,p./,—v,,)]X—[blt-hb'{ll.—ix/,)]Y+{a-i-a'lk)Z—{abv^.-i-(rb'lk'J/c)=o.

On n'a conservé, dans chaque coefficient, que les termes du degré

le moins élevé (par rapport aux variables X/, x,„, x„) et les termes du

degré suivant.

Si nous divisons l'équation précédente par le coefficient de Z, le

seul qui n'est pas infiniment petit, nous obtenons l'équation du plan

M,M,„M„ sous la forme

(3o) UA H- Va.Y -t- Z -^ P* = o.

Les coordonnées non homogènes de ce plan sont données par les

formules
ab'— a' b ,

(30 '-1.

6v,

ab'— a' b
H

b'n

b'

Fx-

ah' — a' b .

l-k ''/,
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Les coordonnées X/,, Y/,., Z/, du point commun à trois plans oscula-

tcurs A;, A„, A„ s'obtiendront de la même façon ; il faut partir des

développements (23 ), c'est-à-dire changer les coefficients a, a', ... en

a, a, . . . et introduire les fonctions p^, c7^, T/, au lieu de A^, U/,, v^. Nous

aurons donc

\/,=-
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(^voir n° 4) :

(33 ) Xk u' + ji-
(•'-(- Zk»'' -hp'= ± v'~c| -t- yl -+- zl-hè ( A- = 1 , 3, 3, 4 ),

OÙ il faut remplacer j'yt et Z/^ en fonction de j^. d'après (21), et les se-

conds membres par

(
33'

) V '4 -t- yl -h :-l -H o = V + —^ + • •

Prenons d'abord, dans chacune des équations (33), le même signe,

par exemple, le signe +. En résolvant le système (33), on trouve

II' :
('

: iv' :
/j' ^ A, : A2 : A3 : A4.

Les déterminants A,, ... s'expriment en fonction de x,, x.^, x.^ et x,,,

au moyen des équations suivantes :

A,=

A3=

A4-

D r=

.r, y .i-J + )j + ;'; 4- o -,

.r„ )•, \/aj-l- rj -H ;j + ô i | = D

I
1
=D£,,
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denl par rapport à la (luailrupic ( (^), aura pour coordonnées non lio-

niog'ones

(35) 4 — 0, Yj — — j Ç = -

lab

Les équations (34) montrent que la figure-limite appartient préci-

sément à la sphère introduite en premier lieu dans l'énumération

donnée à la fin du n" 4. Aucune autre sphère passant par les cjuatre

points M/, ne peut admettre aucune figure-limite, lorsque les points M^^

s'approchent indéfiniment du point O.

Car le plan d'inscription finirait par contenir le point O (puisqu'il

sépare, d'après le n" 4, au moins deux sommets du tétraèdre), ce qui

est impossible, chaque point commun à la sphère et à son plan d'ins-

cription étant situé sur (Q); nous écartons, bien entendu, les sphères

dégénérées. Nous avons donc le théorème suivant ;

Il y a une seule sphère passant par quatre points M,^ de la courbe

et admettant une figure-limite déterminée^ non dégénérée, (S,),

lorsque les points M^. s'approchent indéfiniment du point O. Les

coordonnées duceulre de (^ ^) sont exprimées par les formules (^i^).

La figure-limite du cercle passant par trois points de la courbe in-

finiment voisins du point (_) se réduit à l'intersection de la sphère (S,)

qui vient d'être définie avec le plan oscidateur au point O.

Le centre de ce cercle est sur la droite qui joint le centre delà sphère

osculatrice (S,) avec le pôle du plan osculateur du point O, c'est-à-

dire avec le point (o, o, i , o).

On obtient ainsi les coordonnées non homogènes du centre du
cercle osculateur ( C , )

(36) H = o, n-—, ç = o.

11. Les sphères tangentes à quatre plans osculatenrs K^ se dé-

terminent de la même fa(;on que les sphères passant par quatre points

de la courbe.

En elTet, soient u^,, t\., /j/, les coordonnées non homogènes du plan

osculateur A;; vérifiant les équations (25). Les coordonnées homogènes
./', y, :;', t' du centre d'une sphère tangente à quatre plans A^s'obtien-
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dront, d'après le n" 3, en résolvant le système des quatre équations

suivantes :

( 37 )
(//.a;' + c^y -\- z'-i- p^t' = ±i/ ul -+- cl + 1 + ^ /j| ;

nous ajoutons aux développements (2,5) le suivant :

(87') i/,_,_ „!_+,,2+ 1^5-,+ '^"^••

Comparons le système d'équations (21), (33) et (33') qui nous a

fourni les formules (34) avec le système d'équations (26), (37)et(37').

Si nous négligeons, dans les formules (21)1 (^^ )) (^5) et (37'), les

termes qui n'y sont pas figurés, le premier système ne diffère pas en

réalité du second. En elTct, si nous remplaçons, dans le premier sys-

tème, les quantités

a, a', b, b' , j:^., r/,> '/;: "',
'''i "'\ p' ,

par les quantités suivantes :

x, et!, (3, (3', (\., !•„, /)/,, r', .r', /'. z', 1,

il devient identique avec le second système.

(3r, si les quatre plans osculateurs A^ s'approchent indéfiniment du

plan osculaleur au point O, les formules (34 ) montrent ({u'on aura

Imi r : lim y : liiii z ; lim t ^r — : o ; l ! ^
2 a 2 3(p

Les coordonnées non homogènes du centre de la figure-limite (S^,)

sont données par les formules suivantes :

(38) 4=-^. n=o, Ç =-^.
a «

Cette figure-limite correspond au cas où l'on a pris, dans chacune

des équations (37), le second membre avec le signe 4-. D'autres

combinaisons des signes conduisent aux sept sphères inscrites qui

n'admettent pas des ligures-limites non dégénérées (').

(') \'oif la remarque à la fin du ii° 16.
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Il faut encore, pour préciser ce l'ésultal, répondre à la question

suivante : CommeiH troincra-t-on, parmi 1rs huit sphères inscrilrs,

celle qui admet la figure-limite (Sa)?

Imaginons que les poinis ^\,^{x^^y,^, Z/,) dont A^, sont les plans oscu-

lateurs s'approchent indéfiniment du point () d'une façon quelconque.

Nous convenons de choisir, à chaque instant, les indices i, 2, 3, 4 de

telle manière qu'on ait toujours

(Sg) .r,< j-, <./,<.^4.

Si les points M^. sont assez voisins du point O, les inégalités précé-

dentes entraînent, en vertu de la seconde équation ( 23), les inégalités

suivantes :

f'i < t'2 < ''3 < ''41 SI r < Oi

(4o)

l'4< ''3< ''2< ''il Si - >0.

Les inégalités ( 3f) ) ou {/\o) expriment, en réalité, tpie (si les

points M^ sont assez voisins du point O ), en parcourant la courbe dans

un sens convenable, on rencontre les points M/, dans l'ordre d'indices

croissants.

(jcla posé, introduisons les expressions

, / X V "a ^ + 'V,- V -h Z -I- «/, , , ^ , ^(4l) 1^=+.-^ =dà: (X'=:l,2,3,4).

V :Pl

Les quatre équations I^a=="I coïncident avec les équations (3^) si

l'on pose \, Y. Z, i au lieu de ./;', y', :', i' . Les coordonnées non

homogènes X, Y, Z du centre de la sphère qui admet la figure-limite

définie par les formules (38) vérifient, par conséquent, les six équa-

tions suivantes :

2,— -/, = o (/, A- = t, 2, 3, '1).

Je dis que les équations

(42) i,-i3=0, 2,-i;=0

représentent deux plans bissecteurs intérieurs, l'un [lassanl par
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l'intersection des faces A, et A.,, l'autre par l'arête opposée du

tétraèdre; en d'autres mots, ( XYZ ) est le centre de la sphère du

comble (i 3, 24) {voir- n° 3).

Prenons, par exemple, la première équation (42). Elle ne peut

représenter le plan bissecteur intérieur que si S, et S3 ont le même
si.one, lorsqu'on y remplace X, Y et Z par les coordonnées d'un point

quelconque B situé à l'intérieur du tétraèdre. Mais le signe de Z^ ne

change pas, lorsque B se confond avec le sommet opposé à la face A^;

car S;;, ne s'annule que si B était situé dans la face A/(.

Par conséquent, tout revient à démontrer les inégalités suivantes :

(43) (i,)(i3)>o, (l,){l,)>o,

en désignant par (2;^) ce qui devient 2^, si l'on y remplace X, V, Z

par X^.,Y;t, Z^ [formules ( Ss)].

On obtient

(Ik) = ?(— l'I.pA + «'A.o-/,— Ti-H- 1^1 -h...— ^{i'k - '•/) ('•/.- f,„)(t7— r„)(H-£A.),

î/,. étant infmimeni petit. De là résultent, en effet, les inégalités (43),

les quantités (> vériliant les inégalités (4o).

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Pariiu les huit sphères tangentes à quatre plans osculateurs

A,, Ao, A3, A,, infiniment voisins duplan z = o, la seulequi appar-

tient au comble (i3, 24) admet une figure-limite déterminée (S.,).

Les coordonnées du centre de ( S^) sont définies par les formules (38).

La figure-liinilc d'un cône de révolution tangent à trois plans oscu-

lateurs infiniment voisins de r = o se réduit au cône tangentiel de la

sphère (^S^) ayant son sommet en O. Le plan central de ce cône oscula-

teur ( K.,) passe par la droite d'intersection du plan / = o avec le plan

d'inscription de la sphère (S^) et a pour coordonnées non homogènes

(44) " = — ' (' — o, p = o.

12. Pour déterminer le centre d'une sphère inscrite au tétraèdre

M,, M,, M3, M,, il faut résoudre le système des quatre équations
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suivantes :

(45) U,x'-V,/ + y+P,i'= ±y/u|+V|+i + ^P|,

où les quantités LI;t,V^, P/t sont données. par les formules (3i).

La résolution s'effectue comme dans le n" 10.

En supposant qu'on prenne, dans les équations (45), toujours la

valeur du radical qui se réduit à +i pour U^-= V^.^ P/. ^ o, on

trouve

Les déterminants A,, qui sont divisibles tous par le déterminant

suivant :

(:i6) D=|x, .r; x] | = |/., .u, V, I
I

=
I

À, XJ V, i|

=
1

X, ,U, l] I
I

=
I

X,
>.r À,,!^, I

I

=
I
/! Pi >.lf^, I

I

sont donnés par les formules suivantes :

OÙ /],, ... sont infiniment petits.

Si les points M^- s'approchent indéfiniment du point O, la sphère

admettra une figure-limite (S3) dont le centre aura les coordonnées

non liomogènes

, , , • <z ,2 a'
(47) ; = — ' = 0, ,= -—..

' a ba

On démontre, comme dans le numéro précédent, que la figure-

limite ainsi obtenue convient précisément à la sphère du comble (i3,

24 ), les inégalités (Sg) étant satisfaites (' ).

Le cônetangentiel (K,) de la sphère (S3)pour sommet représente la

figure-limite du cône de révolution tangent aux trois plans OMjM,,
O.VLMj et OM3M,. Les coordonnées non homogènes du plan central

de (Kjj sont

(48) H=—

,

c = o, /J = o.

(') Voir la remarque dans le n" 16.

Journ. de Math. (6' série), tome V. — Fasc. III, 1909.
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13. Les coordonnées («', v\ w', p') du plan d'inscription d'une

sphère circonscrite au tétraèdre A, A2A3A,, vérifient le système

(49) ^k II' + Va c' + Z^.ir' + />' ==± v'X;^ + V| -t- Z'I -+- 0,

où les Xj., Y*, Z/i sont donnés par les formules (Sa).

Si l'on prend chaque radical avec le même signe, on trouve ici

encore une figure-limite (S^) qui a pour centre le point

(50) J = o. r,= A' C=^-^ 20!- 2a.'

L'intersection de cette sphère avec le plan osculateur ; == repré-

sente la figure-limite du cercle (C, ) circonscrit au triangle formé,

dans le plan r = o, par les traces de trois plans osculateurs infini-

ment voisins. Les coordonnées du centre de (Co) sont

(5i) 'E.—-0, ri — -^, C = o.

Les sommets du tétraèdre AiA^AjA^ se confondent en O lorsque

les plans osculateurs A, se confondent avec le plan z- = o.

Nous en concluons, comme dans le n° 10, qu'il n'y peut avoir

aucune sphère-limite circonscrite en dehors de (S,,); par conséquence,

la figure-limite (C^) du cercle est elle-même déterminée sans ambi-

guïté.

14. Rappelons enfin les quatre figures-limites suivantes, en dési-

gnant par Ma trois points de la courbe infiniment voisins du point O,

et par A^ trois plans osculateurs infiniment voisins du plan z ^ o :

Cercle inscrit dans le triangle MiMoMj. La figure-limite (Cj) a

pour centre le point

2
(52) t = 0, Y) = -, ; = 0.

a

Cùne de révolution circonscrit au trièdre AiAoA,. La figure-

limite ( Ivj) a pour plan central le plan (coordonnées non homogènes)

(53) « := - , 1' =r o, p = o.
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Cercle inscrit dans le triangle ayant pour côtés les traces de A,, Aj

et A3 dans le plan ; = o. Centre de la figure-limite (C.,) :

(54) ;=o, r, = ^, ; = o.

Cône de révolution dont OM,, OMo et OM3 sont trois généra-

trices. Plan central de la figure-limite (K.,) :

/ -- 2
(OO) u^-r—, (.' =: O, p=zO.

O X

On sait quil v a quatre cercles inscrits dans un triangle ( ou circon-

scrits à un triangle ) et qu'il y a quatre cônes de révolution circonscrits

à un trièdre (ou inscrits dans un trièdre); cependant, dans chacun

des cas que nous avons considérés, il n'y a qu'une seule lîgure-Iimite.

CHAPITRE III.

15. Supposons maintenant que la quadrique ( O ) soit une sphère

ordinaire et que le trièdre Oxyz trirectangle soit formé par la tan-

gente, la normale principale et la binormale de la courbe (C) au

point O. Si le rayon y/— de la sphère (Q) devient infini, les sphères,

cercles et cônes de révolution non euclidiens se changent en sphères, etc.

ordinaires.

On s'assure facilement que., dans ce cas limite, les développements

analytiques du Chapitre précédent subsistent sans aucune modification;

en particulier, les formules relatives aux dilTérentes figures-limites

restent inaltérées, pourvu cjue les coordonnées cartésiennes .r, y, z du

point soient liées avec les coordonnées non homogènes («, c, p) du

plan par l'équation

(22) UX -\- Vf -h s -i- p = o.

Nous donnerons, dans les numéros suivants, la liste de douze

figures déterminées par des éléments consécutifs de la courbe; pour
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cela, il faut introduire la signification géométrique des coefficients dans

les équations de la courbe

(?..)
y =z a .r- -h a' .r^ ^ . . . { a =z£ o )

,

z r^ b ,2-^ -h b' a-'' -h . . {b ^ o).

Représentons par R, T, -^, -r- le rayon de la courbure, le rayon de

la torsion au point O et leurs dérivées par rapport à l'arc 5 au même
point. Si le sens positif de Tare coïncide en O avec la direction Ot, on

aura

R H- as Kl

, ,, I dW d\

R^T^ V ds ds

En prenant, au lieu de a, la coordonnée c du plan osculateur pour

paramètre, la courbe (C) ou plutôt la développable engendrée par le

plan osculateur de (C) sera représentée par les équations suivantes :

'\ (/ := ac--f- a'c^-+- . . . (ap=o).

où les coefficients a, a', ... s'expriment en fonction de a, a\ ... au

moyen des équations (2-). Pour obtenir des expressions parfaitement

analogues aux expressions (56), introduisons les notations suivantes :

R, = -Ç. T,= l, ^.= * = T,^.,

- étant l'angle de deux plans osculateurs.

Il vient

(5;)
HT' ^^=-RfT77' *^^=-R7r;'

. / d\\, rfT,^

On voit donc qu'il suffit de remplacer, dans les formules (56),

R, T, s par ~ x' T'

pour obtenir les formules (57).
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16. Soient M^(x^, y^^ Zi^) quatre points de la courbe, A^(^a^, r^, p^)

quatre plans osculateurs, et supposons qu'on ait toujours

(Sg) x^<x,<x.i<:x,„

ce qui entraine (voir n° 1 1) les inégalités

i ''l< <'2< <'3< ''4> S' T > o,

(4o) ( ou

' ''4< <'3< ''2< ''il si T<0.

En faisant

limxA.=:o, lim('/i=o (A- =r i , 2, 3, 4),

nous obtenons les 5/)Aèr(?6r suivantes [formules (35), (38), (47) et (5 1)]

dont la première et la quatrième passent par O, tandis que la seconde

et la troisième louchent le plan osculateur (P) du point O :

Sphère (S,) passant par quatre points M^., ou sphère osculatrice.

Coordonnées du centre :

1 = 0, v, = R, ? =-T^.
as

Sphère (Sj) tangente à quatre plans osculateurs A^ :

^_ T ds _ ,.__T- ds

Sphère (S3) inscrite dans le tétraèdre M, MoMjMj :

5
c^-5 ds

Sphère (S-,) circonscrite au tétraèdre A, A^Aj A, :

3 9 \ f/i ds

Remarque. — Nous avons vu, dans les n°* 1 1 et 12, que les figures-

limites (So) et (S,) proviennent toujours de la sphère du comble (i3,

24). On peut directement se rendre compte de ce fait que, lorsque le

tétraèdre M, M 2 M, M, se déforme de la manière indiquée, aucune

autre sphère inscrite ne peut admettre une figure limite non dégénérée.
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En effet, imaginons que les points M^. soient très voisins du point O et

rappelons-nous les propriétés suivantes de la courbe : i° elle traverse

le plan osculateur ^ = o ;
2° sa projection dans le plan ;: = o a la forme

d'une parabole tangente à Orr en O; 3° les arêtes M, M^. du tétraèdre font

un angle infiniment petit avec Ox. Un examen attentif de la figure

montre que six plans bissecteurs des faces du tétraèdre se confondent

sensiblement avec le plan rectifiant Ozx^ à savoir : les plans bissec-

teurs intérieurs relatifs aux arêtes M, M3 et M^M^ et les plans bissec-

teurs extérieurs relatifs aux autres arêtes. Le point de concours IN de

ces six plans n'est autre chose que le centre de la sphère inscrite appar-

tenant au comble (i3, 24); par suite, N peut admettre comme point-

limite un point situé dans le plan rectifiant, et il n'est pas nécessaire

que la sphère-limite soit dégénérée en un point. Au contraire, les six

autres plans bissecteurs se confondent sensiblement avec le plan oscu-

lateur Oxy. Le centre N' de chaque sphère inscrite, autre que celle

qui vient d'être considérée, est situé au moins dans un de ces plans;

par conséquent, N' ne peut admettre comme point-limite qu'un point

situé dans le plan Oxy; en d'autres mots, la sphère-limite correspon-

dante sera nécessairement dégénérée puisqu'elle touche le plan Oxy.

Le raisonnement précédent, ainsi qu'un raisonnement analogue

relatif aux sphères inscrites dans le tétraèdre AjA^AjA,,, s'appli-

querait aussi aux sphères non euclidiennes.

17. Continuons la liste de différentes figures-limites.

Les formules (36), (5i), (02) et (54) montrent l'existence de quatre

cercles qui touchent la tangente Oa; en O et dont les centres sont sur

la normale principale Oy. Les coordonnées y] des centres sont toutes

positives; chaque cercle sera parfaitement déterminé par son rayon p.

Cercle passant par trois points M,, Mj, M3, ou cercle osculateur,

intersection de la sphère (S,) avec le plan Oxy :

Cercle circonscrit au triangle A formé, dans le plan Oxy, par les

traces des plans A,, A, et A3 [intersection de la sphère (S^) avec le

plan Oxj^J :
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Cercle inscrit dans le triangle MilVLMj :

p = 4R.

Cercle inscrit dans le triangle A :

Enfin, les formules (44)) (48), (53) et (55) définissent quatre

cônes de révolution qui ont les sommets en O et qui touchent le

plan Ox_)^ suivant O^t. Chaque cône sera parfaitement déterminé par

la cotangente de l'angle cp que fait son axe avec Ox. L'équation du
plan central (plan perpendiculaire à l'axe du cône) qui passe parla

normale principale (Jy s'écrit

Cône tangent à trois plans osculateurs A,, A^, A,, ou cône oscu-

laleur('), circonscrit à la sphère (S^) :

R
cottp=— -.

Cône tangent aux trois plans OM, M 2, OÎVLMj et OMjM^, ou cône

circonscrit à la sphère (S3) :

I RC019— 3^.

Cône circonscrit au trièdre formé par trois plans osculateurs A,, A,
et A3 :

: ,R

Cône dont trois génératrices sont OM,, OMj, OM, (*) :

4 Rcoio=-3^.

(') Ce cône a été considéré par Saint-Venant (Journal de l'Ecole Polytech-

nique, Cahier XXX, i845, p. 42).

('^) M. Scheiïérs a considéré ce cône à un autre point de vue. Voir Einfiili-

rung in die Théorie der Curven. p. 260. Leipzig, 1901.
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18. Les quatre cônes correspondent aux quatre cercles d'après le

principe de dualité qui exige qu'on envisage la courbe de deux manières :

soit comme lieu du point, soit comme enveloppe du plan osculateur.

Il suffit de remplacer, dans la formule qui donne le rayon p du cercle,

la quantité R par — „ pour obtenir la valeur de cotç relative au cône

correspondant.

L'analogie entre ces deux quantités paraît mériter notre attention.

Le principe de dualité nous impose cette analogie. Car, si nous

regardons la courbe des deux manières mentionnées, l'angle dz de

deux plans osculateurs infiniment voisins correspond à la distance ds

de deux points infiniment voisins de la courbe, l'angle f/a de deux tan-

gentes infiniment voisines (que nous regardons comme droites concou-

rantes) correspond à lui-même, et Ion a

fl'.ç R _ f/r

7h' f ~ Ta'

Le cône osculateur (dont l'axe est la droite rectifiante) offre une

analogie complète avec le cercle osculateur; et c'est précisément le

plan perpendiculaire à son axe au sommet O (que nous avons nommé
plan central) qui est, d'après le principe de dualité, tout à fait ana-

logue au centre de courbure.

Les expressions des quantités R et ;p> en fonctions de différentielles

des coordonnées, renferment une même racine carrée qui disparait

dans leur quotient T.

19. Je vais donner encore un petit théorème sur le quotient du

volume Vdu tétraèdre formé par quatre points M^. de la courbe infini-

ment voisins et du volume V du tétraèdre formé par quatre plans

osculateurs A^. aux points M^..

Les formules (ia) expriment les coordonnées X/;., Y^., Z^. des som-

mets du dernier tétraèdre au moyen des fonctions symétriques Oyt, C7^, t^

des t-v- \voir (29)].

En éliminant f^, d'après la seconde équation (^3), on obtient des

expressions qui ne renferment que les fonctions symétriques

y.^zzz Xi + x,n-\- x„, ij.^.=iJC/X,„-i- x,„x„^ Jr„x,, v^.= .r,a-,„x„,
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à savoir

Xi.=; y + \^.= -fX/,-t-. . ., 'L = b-ii, +

Les volumes V, V sont donnés par les formules

6V =
I
^, j, -, I

I

=
I

j;, x\ x\ I
I

{ah -f- e),

6V'=| X, V, Z, . 1
=

1
X, ,a, V, . |(^^+^'),

£, £' étant infiniment petits en même temps que les j;^..

Si l'on fait lima;j= o(A- = I, 2, 3, 4), l'identité suivante, rencon-

trée déjà dans le n° 12,

I -^-'i A ^A •
I
=

I
''i Fi ''1 ' I

montre que

•im
v7 =9-

CHAPITRE IV.

20. Dans les considérations précédentes, le principe de dualité a

joué un rôle assez important; nous allons donner, dans ce dernier Cha-

pitre, une autre application.de ce principe. Pour cela, nous consi-

dérons, dans la Géométrie non euclidienne, une relation entre deux

propriétés métriques des surfaces réglées; nous trouverons ainsi

l'origine commune de deux théorèmes bien connus de la Géométrie

ordinaire.

Nous commençons par le théorème suivant :

Deux trajectoires orthogonales des génératrices d'une surface

réglée (R) coupent chaque génératrice g en deux points M et M'

dont la distance demeure invariable

.

Pour démontrer ce théorème, prenons l'équation de la quadriqiie((^))

Journ. de Math. (6° série), loiiie V. — Kasc. III, 1909. 38
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SOUS la forme

x- -h y- -h z°- + i -=^ o.

Nous désignons par x, y, z les coordonnées du point M qui décrit la

première trajectoire (C) et par x\ y\ z' celles du point M' qui décrit la

seconde trajectoire ( C). On exprime que MM' est invariable en éga-

lant à zéro la différentielle du rapport anliarmonique /• défini par

l'équation (3 ), où il faut poser / = /'=:! et S = i . Cela donne

A(x'2+y'^+5'2-(-i) + A'(x-^ + j=4---''+i) — o,

OÙ

A=z{j:^-hy^^ z^-hi){^'' (fa^-hy' dy-h z'dz)

—
(
xx' -+- yy' -^ zz' -^ \){x dx ^ y dy + z dz),

A'=i (.r'*-+- j'^-1- l'^-l- i) {x dx'+ y dy' -^ zdz')

—
( xx' -H yy' -\- zz' -^ \) { x' dx' + y' dy' + z' dz' ).

Le théorème sera démontré, si nous prouvons que les expressions A
et A', égalées à zéro, représentent les conditions pour que la généra-

trice MM' soit conjuguée respectivement à la tangente i de (C) au

point M et à la tangente t' de (C) au point (M'). La formule (11)

(aveco = i)montrequ'il en est ainsi, car les coordonnées homogènes/;^

des droites MM', /, l' sont respectivement

x'—x, y— y, z' — z, yz'— y'z, zx' — z' x, xy' — x'y;

dj-, dy, dz, y dz — zdy, z dx — xdz, x dy — y dx

,

dx', dy' . dz', y' dz' — :' dy' , z' dx' — x'dz', x' dy'— y'dx'.

21. Considérons maintenant la ligure polaire réciproque de la

précédente, la quadrique (Q) étant directrice. (R) devient une nou-

velle surface réglée (R,); par chaque génératrice g^ de (R,) passent

deux plans (M,^ et (M/) qui font un angle constant; les caracté-

ristiques /, et /, des deux surfaces développables engendréesj)ar (M,)

et par ( M,) sont conjuguées à g,. Donc :

Soti (R, ) une surface réglée donnée^ el construisons une surface

(léveloppable (D) satisfaisant aux conditions suivantes : chaque

plan (M,) de (D) passe par une génératrice g, de (R,) el la carac-

téristique de (M,) coupe g, à angle droit. En faisant tourner
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chaque plan (M,^ autour de la génératrice gf .située dans (M,)

d'un angle constant quelconque., on aura une nomelle dévelop-

pahle satisfaisant aux mêmes conditions.

Il est facile à vérifier que ce théorème reste vrai dans la (iéoiiiétrie

ordinaire.

Cherchons à déterminer ce qui se passe, lorsque la surface (R),

considérée dans le numéro précédent, est développable; la figure réci-

proque (R,) sera par conséquent une courbe gauche. La tangente t

d'une trajectoire orthogonale qui coupe la génératrice g est située

dans le plan tangent de ( R) qui passe par g:, par suite, la droite /,

correspondante qui coupe la tangente o', de la courbe (R,) à l'angle

droit passe précisément parle point de contact de ^^ avec la courbe (R,).

En d'autres termes, la droite /, est une normale de la courbe (R,) et

nous retrouvons ainsi le théorème sur les surfaces développables

formées par les normales d'une courbe gauche, bien connu dans la

Géométrie ordinaire.

22. Enfin, considérons le théorème de Joachimsthal sur l'inter-

section de deux surfaces suivant une ligne de courbure commune.
La définition des lignes de courbure dans la Géométrie non

euclic ienne ne diffère pas de la définition ordinaire : la normale

de la surface suivant une ligne de courbure engendre une surface

développable (').

On sait que le théorème de Joachimsthal n'est qu'une simple consé-

quence du théorème sur lés développables formées par les normales

d'une courbe gauche; par conséquent, il reste vrai dans la Géométrie

non euclidienne.

Transformons maintenant la figure, formée par deux surfaces qui se

coupent suivant une ligne de courbure commune, par polaires réci-

proques, la quadrique Q étant directrice. Nous obtenons ainsi le

théorème suivant, analogue au théorème de Joachimsthal :

Soient (S) et (S) deux surfaces telles que le segment compris

(
'
) Voir la Note V dans l'Ouvrage de M. Darboux, Sur une classe remarr/iiafjle

de courbes et de surfaces algébriques.
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sur chaque généi^atrice g de la surface développable (D) circon-

scrite à (S) et (S'), entre les points de contact de [Jù) avec (S)

et (S'), ait une longueur constante. Pow que la courbe de contact

de (D) avec (S) soit une ligne de courbure sur (S), il faut et il

suffit que la courbe de contact de (D) avec (S') soit une ligne de

courbure sur (S').

Ce théorème reste vrai dans la Géométrie ordinaire. Car, si la pre-

mière courbe de contact est une ligne de courbure sur (S), elle l'est

sur (D) en vertu du théorème de Joachimsthal; elle sera donc une

trajectoire orthogonale des génératrices. Par conséquent, la seconde

courbe de contact sera aussi une trajectoire orthogonale des généra-

trices g, c'est-à-dire une ligne de courbure commune à (D) et à (S').

Si la surface (S) se réduit à une sphère, la première courbe de contact

sera toujours une ligne de courbure sur (S); nous obtenons ainsi un

théorème analogue au théorème sur les lignes de courbure sphériques.
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PREMIER MEMOIRE.

Sur l'application du calcul fonctionnel à l'étude

d'une équation aux dérivées partielles du troisième ordre,

Par m. R. d AI)HE3IAU.

INTRODUCTION.

Je rappelle d'abord, rapidement, quel a été le développement des

théories auxquelles je voudrais apporter quekjues compléments.

Soit une équation du second ordre, linéaire, à deux variables,

(i) s + ap -h l'(/ -h c z
-\-
f= o

;

_ dU _ dz _££

a, b, c, / dépendent de x et ^ seuls.

Riemann(') avait résolu le problème de Cauchy pour une équation

de ce type, mais plus simple ; M. Darboux (') a étendu la méthode de

Kiemann à l'équation (i).

M. Picard C), dans des travaux immédiatement devenus classiques,

et par l'emploi des approximations successives, a intégré l'équation (i)

(') Œuvres, Irad. française (Gauthier-Villais).

(') Leçons sur les sur/aces, t. II, 1889.

(') Journal de Mathéniatif/ues, 1890 et 1898; Note dans les Leçons de

M. Darboux, t. IV, i8g6; Bulletin des Sciences mathématiques, 1899; Société

mathématique de France. 1894.
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et même celle-ci, plus générale,

(2) s = /{.r,y,z,p,rj).

Les données de Cauchy, z et une dérivée première, sont portées par

un arc de courbe, dans le plan (x, y), coupé en u/i seul point par une

parallèle quelconque aux axes.

Ou bien encore on peut se donner a seul si cet arc de courbe est

formé par des droites parallèles aux axes, des caractéristiques.

Ceci n'est déjà plus le problème de Cauchy.

M. Picard s'en éloigne encofe davantage en se donnant : sur l'axe

ox" et sur la bissectrice y =; ,r.

MM. Goursat et Hadamard étendent considérablement ces résultats.

Pour des équations du second ordre, de forme très générale,

M. Goursat montre d'abord qu'il existe une solution analynquc con-

tenant deux courbes tangentes respectivement aux deux directions ca-

ractéristiques, en leur point d'intersection.

Puis il montre qu'il suffit que Vune de ces deux courbes soit tan-

gente à une caractéristique (').

Enfin, par la solution d'une équation fonctionnelle, M. Goursat,

dans deux Mémoires (^) du plus grand intérêt, obtient une solution de

l'équation (2), contenant deux courbes qui se coupent à l'origine et

qui ont leurs projections situées dans le premier quadrant.

Si ces deux projections ne sont pas situées dans le même quadrant,

on a alors à se poser des problèmes nouveaux, comme M. Picard l'a

remarqué.

M. Hadamard a apporté ici des résultats importants et a appelé

problème mixte celui où l'on a, sur une portion de courbe, les don-

nées de Cauchy et, sur une autre partie, des données autres (').

On rencontre, dans cet ordre d'idées, des prolongements non ana-

lytiques, très naturels.

Le présent Mémoire se relie aux travaux de M. Goursat, mais est

relatif aux équations du troisième ordre.

(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, iSgS et 1897, et Leçons sur

les équations du second ordre (Hermann).

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2= série, t. ^' et \\.

(') Soc. math, de France, t. XXVIIl, XXXI, XXXII.
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Récemment, M. E. Holmgren (') a brillamment étendu la méthode

de Riemann aux équations du troisième ordre du type

/ r) d \ d\

o., contenant des dérivées premières et secondes.

le me propose d'étudier la même équation en posant, non plus le

problème de Cauchy, mais celui-ci : Iroiiver une solution contenant

trois courbes données.

J'ai à résoudre, non plus une équation fonctionnelle., mais un sys-

tème fonctionnel.

Supposons d'abord que les courbes données se projettent sur le plan

xOy suivant les courbes planes.

Dans ce cas, le système fonctionnel peut être ramené à une équation

unique et l'on trouve cjue le problème peut comporter des conditions

de possibilité.

On est ramené à l'étude d'une équation transcendante très inté-

ressante.

Si maintenant on a une donnée plane et deux données gauches (ce

qui est un cas suflisamment général), alors le système fonctionnel ne

paraît pas pouvoir être réduit à une équation unique. Il faudra pro-

céder autrement.

J'ai, pour ce cas, montré comment on formera les conditions

de possibilité, et je continuerai cette étude dans un second Mémoire.

Comme on pouvait s'y attendre, le cas où a est nul est infiniment

plus simple que le cas où a est constant.

Le cas où a est une fonction de x ç\ y est encore un peu plus com-

pliqué.

On sait que M. Picard a, le premier, appliqué au calcul fonctionnel

ses méthodes d'approximations successives (-).

(
'
) Arkii' for Malemalik, Siockholm, 1904 et igog. Je me permets de renvoyer

le lecteur à mon Volume de la coWeclion Scientia et à mes Exercices et Leçons

d'Analyse ( Gautliier-Villars). Signalons ici les travaux de MM. Delassus,

Le Roux, etc.

(^) Acta mntliemalica, t. XVIli et XXIII.
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Je montre qu'on pourra avantageusement les faire intervenir ici,

pour l'étude de mes équations fonctionnelles.

Bien entendu, les approximations successives s'imposeront si nous

voulons étudier la même équation avec un second membre contenant

des dérivées d'ordre un et deux (').

Mes premiers résultats ont été communiqués à l'Académie des

Sciences dans la séance du 22 mars 1909.

Recherche d'une solution générale de l'équation aux dérivées

partielles. — Cherchons une solution, avec le maximum d'arbitraire,

pour l'équation

Posons
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dOù, eiilin,

u(.v,y) = H{y)-^L{.v)-^.fG{y)+l dlj d.r l /{.x',y')dy,

ayant posé

L(.r)=.y V{i)dç.

Ce ({iii donne, bien entendu,

L(o) = o.

Si nous voulons que u sb'ilnulîi l'ongine, il faut avoir aussi

H(o)=o.

Traitons le même [n'oblème pour PiMpialion

\d.c dy ) dxdy > ^
-

'

Soit, d'ahord.

\M-^''Tyy=^-

Les caractéristitjiies sont données par

dx dy du
~7 ~ ^~ Y'

V est connu comme piécédemment.

Nous avons une intégrale première

4- — ajc =: C|.

Posons

V(.r, «,f -l-C,) = W^ (');

il vient alors

W; (/; = (;,;

(') Nous tciirons parfois W^ an lieu de \V(./).

Jottin. de Math, (ti'scne), tome V. — Kasr. 111, i<)im). -^9
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alors, i étant le symbole d'une fonction arbitraire,

"—f 'Widi=^(y — aa-);

voilà la solution cberchée u.

V contient deux arbitraires : F et G.

Donc
Wa;= fonction connue + F;r+ G( a.r -t- C] ),

Jf
Wçf/| = connu H- / Fç f/t -h / G(a't -h Ci) d^.

«-0 "-0

Nous posons

f F^dt,- Hx), L(o) = o,

(a^o), ^J G(l)dl = T(z) -r(o).

Ceci donnera

/ G{a^-i-y — aa;) di,= -
I

G(l-hy — ax)dl

=zT{a j: -h Y— ax) — r(y — ax).

Finalement nous avons

ii{x, y) ^= fonction connue -+- L(x) + H(j) -t- M {y — ax).

Pour que u soil nulk l'origine, nous prendrons H et M tels qu'on ait

H{o) = M(o)=:o.

CHAPITRE I.

premier problèmk. — équation aux dérivées partielles du troisième ordre

n'ayant que deux caractéristiques.

Soit ., , ^= f(.i\ y): la solution a:énérale, nous l'avons vu, contient
ax- oy ' ^ '^

-

trois fonctions arbitraires, sous la forme

H(v)-(-L(.f)H-.rG(7),
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Si nous voulons une solution de^ Téquation passant par trois courbes

situées dans les plans

y ^ X, y^^ixx, r ^ (3 .r,

nous avons un systrmc fonctionnel à résoudre [nous écrivons y^c au

lieu de f(-c) pour simplifier],

Ax= H^ + Lj.+ j; G^,

Bx^ Hc<x+ Lx-H •a^Gax.

• Cx — Hpx+ Lx+ .rGpx;

A, B, C sont donnés.

Représentons xG^. par Fj,, d'où

axGax=rax, (3-rGpx= Tpj. ;

d'où la forme nouvelle

Ax=Hx +Lx-i-rx,

Bx=H„x+Lx-+-^r„x,

Les éliminations sont faciles, en formant

Aax, Apx,

On a, pour H, l'équation fonctionnelle

(H ) Fonction connue =: — -j(B — A.)bxH (C — A)^^-!- (B— C)^
p or.

Pour r, on trouve l'équation analogue,

= (B-A)px-(C-AW-(B-C)x.

Pour L, on a une équation analogue (L), qui est écrite plus loin.
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YJuiif' ties fondions H, F, L étant conniu% los autres s'en déduisent

facilement.

Faisant une remarque sur les termes en .r dans l'expression connue

de nos équations fonctionnelles.

A, B, C ne renferment pas de constante; supposons les analy-

tiques

A =: X,.Z' + \œ^ .

.

.,

B :^ fi|X. . .
,

c = V| X . . . .

Dans l'équation (H) il ny a pas de terme en x.

Dans les équations (F) et (L) le coefficient de x, dans l'expression

connue, est le mênie^ à un facteur constant près, dépendant du mode
de formation de l'équation

(F-1— ^i)[3 — (v, — ^,)a — (fj-i
— v,) = X,.

Nous sommes donc amené à étudier Féquation fonctionnelle

/(G) ^ G(//ia) -I- « G(/*.î) -H ACi(\a;) := F(.r) fonction connue;

/??, «, h. p sont des constantes, F est supposé analytique.

Fig. I.

Nous pouvons supposer ^ > a > i ; alors

»l =; p. /J r= -, m=zpx> p,

>o;
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d'où

h >o.

INous étudierons léquation de deux manières.

Méthode directe pour la solution de l'équation fonctionnelle

/(G,.) = F,..

Nous n'avons (]u"à résoudre successivement les équations

/(G^) = constante, /(G^) = ,r, /(G^) = a7',

Soit

/(G^) = x«.

Nous aurons la solution

G^=K„x'',

K„ étant donné par l'équation simple

K„ ( A?i" -t- ap" -H t ) =; I .

Il faut et il suffit, pour que ceci soit possible, que la courbe

Y ^= /n* -I- ap^ -+- b

ne coupe l'axe des x en aucun point dont l'abscisse soit un entier

positif.
'

Or
Y(o) = Y(.) = o;

c'est immédiat.

Donc F ne doit contenir ni constante ni terme en ,/;.

La première condition est remplie d'avance; la seconde nous donne

\, = o.

Ceci exprime évidemment que les trois courbes données, passant

par l'origine, ont leurs trois tangentes situées dans un même plan.



3o:

lùiuiions la dérivt

R. U AUHEMAR.

Y',.^ y^ni.ni'^ -i- a '^j>p^.

Elle ne peut avoir qu^une racine et cette racine est si'lrcment située

entre o et i

.

Etudions la dérivée seconde

Il y a une racine, donc un seul point à^nflexion^ et, comme on a

Y (h- oc) ^ -h 00,

la forme de la courbe est la suivante :

Flg. 2.

y.

Donc \ esi positif pour x- := + 2, +3
Nous n'avons bien qu une condition de pussibilitc

X, = o,

et, puisque Yto) = o, chacjue solution est connue à une constante

additiic près, qu'on choisira constamment nulle pour avoir

G(o)=:o.

Résolution par approximations successives

de l'équation fonctionnelle

Les approximations successives donnent un moyen de passer à des

cas plus généraux.

Pour bien montrer leur application, qui nous a été suggérée par
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k's lraviui\ do M. Plcaid, mous allons Irailcr le cas le plus simple, (l('jà

résolu directeme ni.

[.a chaîne des appioxi ma lions sera

G, (/«,/)+ o -t- o = F(.r),

Gj(/«.r) + rtG|(/Ja-) + //G,(.r)=r F(^),

Giimu-) -^fiG,(p.v)-hùG,(j-) = F{j:),

La solution est ( i„( .r^, si crllr limite existe

.

Premier cas. — Soil, d"al)oid,

Gi(/«.r) = ,r, G,(,c) = —

,

m

G., ( m JL- ) = X
I

r — "^' ^ '

\ ~ .1- 0,
,

,

G, ( .r ) r^^
'''

o, ,

,

\ ml- 'm
/-> %/'''/•' "t" '-* \ r. .

•^'

\ m 1 ' ni '

a/> -+- b
Gi,(ma-) =r.r( i w., \ rzr^rcjj, G^ix]

d'où,

et l'on a

G,+
, ( .i) — G^{.r)~ --{ r,,,,— (,j,^_, )

,

«7— «-?-! = ('J'î-I — C.V-2)-

(!,(.r) a une limite |)oui- rj = yz sild série

^(G,^>-G.,)

est convergente, c'est-à-dire si l'on a

iap i- b\
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Mais, avec nos données, nous avons

ap + h __ P(ot -s((3) + ae(s((3 — (3) _
m

~
a(3((3 — a)

— i-

Il y a dn'crgf'nce, donc G^ n'a pas de limite; nous retrouvons la

condition
Xj =: o.

Deuxième cas. — Soit

F(.r) = ,^'"-.

Les calculs se présentent de même, sauf que

ap -\- b
, . ap- -+- b— es l remplace par -'-—r

ni
' '^ m-

Cas général. — Soit

F {.r ) = .,'-.

,-. . . , ,. ap -h b , ,On voit unmediatement que — est remplace par

ap'- -+- b

Donc, il n'y a, pour le problème général, qu'une seule condition de

possibilité si l'on a

I

a/'*+ b I

•< I pour /. 1 :

Traçons donc la courbe

b
L

m'' \/n I

Il /' o ^/' I

d'où

m. m
donc

Z(o)=:A — <:• = — 1,

Z(-t- se) := in(i:iiiuoiil petit iiégatit.
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La dérivée Z' s'annule si Ton a

c ( .1^ /;; — J^ /? )
yo'= h '^ ni.

11 y a une racine, puisqu'on a

>^m — •11/' > o.

Cette racine est évidemment entre o et i.

De même, la dérivée seconde a iinr racine (d'où itn point d'in-

jlexion) fournie par l'équation

et, lorsque Z' est nuf, Z" est positif; donc nous avons un Diinirnum

entre o et i

.

Fis. 3.

La forme de la courbe montre qu'on a bien

|Z(o,|<,, |Z(3)i<,.

DEUXIÈME PROBLÈME. — EXTE.^SIO^ Di: PRÉCÉDENT.

Supposons enfin les trois cqurbes données, par lesquelles passe la

solution, tout à fait quelconques. Au lieu de y...r(y. = const.), nous

avons une fonction a(./,) et notre système fonctionnel devient

A^=M^ -t-L^H-j-G^,

Nous supposons

a(P^)^(3(a^);

sans cela nous retomberions sur le cas des lignes droites (a = const.).

Journ. de Math. (6- série), tome V. — Fasc. III, iç,oç). f\0
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Soient Y; et o^. des fonctions telles qu'on ait

(c'est une sorte de plus petit commun multiple). Nous écrirons ceci :

On a, sans peine,

Bpy^.— Cag^=: (py.,.— aâ.,.)G + Lpy^— LaS,.

Ecrivons ceci symboliquement,

Bpy— Co(8= (Py— ad) G + Lpy— L^s.

De même on a, sans peine,

((3y)C^5— («â)Bpy=((3y — o(ô)H + {[3y)La5— {ao)Lpy.

Nous en tirons G et H, que nous portons dans la première équation,

d'où

^-+ P7Z7^("°^%- Pî^^-) + B73^(C„6-B3y)
py — aâ

Pos

a (^) = «1 a; H- «2 J"' -+- •

y (x) = yi J" + yja-'H-.

â ( .1; ) =: âi X + â.2 x- -h .

ce qui suppose les courbes a(x-), ... analytiques, les coefficients a^,

[iJ^, ... étant des constantes.

(3n a, de suite,

Pyx= Piyij; -+-•••

avec

«iPr/i^i, (3iaiô,= i

(il suffit de commencer les identifications d'après la définition de y^

et de 0^).
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Donc

' a,

^ j

aôj;= -^ j; + . . .

.

Pi

\olre équation prend donc la forme

_L_ ^^ .pi

«t Pi

= L^+^ ^
I

(
1 --+<!>,) L(^j.-t-<D,

*')Ki^-^4J-

(&, et. <I>^ désignant des séries de puissances entières en ./;, la première

commençant par un terme en x, la seconde par un terme en ./;^.

Or, avec a et [3 constants, nous aurions, pour équation en L,

*-?#-, [(-~)<?)-(5-)Kïi]

C'est bien le cas particulier de la forme précédente.

Dans un second Mémoire, je reprendrai l'étude de cette équation

fonctionnelle.

CHAPITRE II.

IROlSlfeME PROBLÈMK. — ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU TROISIÈME OIIDIIE

AYANT TROIS CARACTÉRISTIQUES DISTLNCTES.

.Nous avons donc, pour I é([uatioii

; â () \ ô-

ê.c ' 'dyjdjrdy ^^"y^'
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a étant une constante non nulle, la solution générale contenant comme

fonctions arbitraires,

L(^) + H{y) -H M (y— «a:).

Supposons la solution astreinte à passer par trois courbes situées

dans les plans
y = X, y =: ar, j = (3.r

;

nous aurons à résoudre le système fonctionnel

A(a;) = L(.r)-l-H(,r) -hMia- — ax),

B(.r)= L(x)-|- H(ot.x) -+- M(cxx — ax),

C(x)z=L{x)-+-ii(l^x)+M(^x — ax);

A, B, C sont donnés ainsi que a, a,
Jï.

Les inconnues sont les sym-

boles L, H, M.

Posons, pour simplifier,

M(cp^) = N

nous aurons alors, avec

tx — a ,, â — a

i— a I — a

a' et .3' étanl des constantes, comme a et ^. On fait de suite l'élimination

de L et H :

Bp^ — Lpj; + llafix -+- ^oL-^x,

B3..-B., =:Lp,:-L^. +Hap.,-H«.„ 4-NaPx-^ax,

^'a.. = L,ï.i. + Hpai- -t- Np,(a;,

A».,. - A^.r=r L^,^- L(3,^.4- H«,^ - Hp., -H iVar - ^?x-

Il suffit d'ajouter membre à membre et l'on a

Fond ion connue = Bp;. — Bj;-t- C^ — C^^^-^ A^x — A.|3j;

= N„.p.,- Np^ax^ Np.,- Na...+ Na,-- Np^-
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()n peut faire de même pour H et \.

D'ailleurs, une des fonctions étant connue, ou a poui' une autre une

équation fonctionnelle plus simple, si l'on veut.

La discussion de l'équation en N sera très nette si nous supposons

A, B, C analylicjues. Nous avons alors, en posant

les y „ étant des constantes connues,

/(M) = N^^- N-^^-H Nfj.^_ N,,^4- iNa.— iVp.=2 ^'''•'"•

Si l'équation est résolue séparément pour un second membre égal à

x"^ .c, ./-, x^, . . ., nous avons de suite la solution complète. Etudions

successivement tous ces cas.

Soit, d'abord,
(N)=.>;

alors

N ^ ko=i consl.

et il vient

o==3K,— 3K„=i.

Ceci est impossible, mais cela ne nous embarrasse pas, car nous sup-

posons nos trois courlies passant par l'origine; donc A, B, C ne con-

tiennent pas de constante.

D'où l'équation

3k„— 3K„= o;

K„ est arbitraire. et sera pris nul si l'on veut que N ne conlieniie pas de

constante.

Soit maiiitenaul

nous avons alors la solution

\.,.= K,.r,

et il vient

K
I

( — y + ,î
'
— y.' + y. — ;î ) = i

.

Mais le coefficient de K, est nul; on le vérifie aisément.
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Donc, en ancun cas le second membre ne pourra contenir un lerme

en x. La fonction

2 X„ .r« = Bp^- B^+ C^ - Ca.r + Aa, - A p,^,

1

qui ne contient pas de constante, ne doit pas avoir de lernie en ./;.

C'est une condition de possibilité, prévue d'avance : les trois tan-

i^entes aux courbes doivent être situées dans un même plan.

On voit de même que pour l'équation /( N) = x^ on a la solution

à condition que
,3/' — yi' + (3'/- — ol'i' -+- aP -+- pp

ne soit pas nui.

Telle est donc la question à étudier avec soin.

Tout revient à chercher les racines d'une équation transcendante.

Nous supposons les données fixes, avec a>p>i, et nous ferons

mouvoir la caractéristique y = flf, pour examiner les divers cas.

Remarquons, d'abord, que

0- — y--|- j3'^— a'-+ ot-— (3^

est toujours positif; nous avons en effet

(3^ ( a — rt )' — a' ( 3 — '^' )' -+- ( (3 - « )
'— ( a — « )' -H ( a'— |3' ) ( ' — « )%

(pii se réduit à

(a-p)(H-«p-a-[3).
Ov

x = i-hp, ^ — i-hr/, a > (3,

fl'où

(« — i3)/jy >o.

Ceci ne suppose rien sur la valeur de a, mais il faut maintenant

distinguer plusieurs cas.

Premier cas : o < « < i

.

Nous avons alors

3t'>u, ]3'>o, > o, y>o
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â > y.

3ii

car [3 < a donne — aj5l > — aa, d'où

(a — a)f3>((3 — a)s(,

d'où

Posons

nous avons

o>y.

u =. èi' —yP-+- (3''' — a'''+ aP— (3''
;

/<„^o pour p^o.

Ui = o pour j» = 1,

M_f., = H-oo pour p = -i-cc.

Montrons que u est positif pour p^i.

Fi g. 4.

J/
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Désignons les trois premiers nombres par (\, c.,, Cj, sans préciser

lequel est e,

Soient^,, g.,, g^ les trois autres. Nous avons à comparer des fonc-

tions symétriques en e et en /,-.

Les r sont racines de

;'— is--+-/; — p = o;

s est la somme, p le produit, X la somme des doubles produits.

Les g sont racines de

Z^ — SZ^ -^ \x.z — p =:0.

Nous avons vu qu'on a, dans tous les cas,

1 I

Or

\^e- -= s- — 2>,,

D'où Vinégalité fondamentale À <^ a.

De sorte que notre problème est celui-ci :

Soit l'équation

Soit
3

lorsque n est supérieur ou égal à ?., S„ croit lorsque le paramètre X

décroit, ou encore on a

dSn

Il sera commode, ici, d'introduire Vintégrale logarithmique de

Cauchy qui, on le sait, donne une démonstration si simple du théo-

rème de d'Alembert.

L'emploi des imaginaires est bien souvent, sinon indispensable, du

moins rapide.



smi l'application du CALcrr, konctionnel. 3i3

Soit r un contour, dans le plan de la varialjle complexe, (pii entoure

les trois racines c
; on a

/ 3j-^— 2.tJ + /.

Dérivons en X, désignons par F le premier membre de l'équation

Intégrons par parties-le second terme, d'où

'"' = '1*.

'r
'

' r

' dl ~ ".',/' (= — e, )(;-e,)(;-e:,)"

D'ailleurs la théorie des résidus, de Cauchy, donne

r,„(lz_ _.r e'[ e',' ef; |_,.
Jp" F ~^"

I
(e,— e2)(ei— e^) (^2—^1) («"a— 63) («3— e,)(e3— e^)]

Nous voulons donc montrer que a,, est positif pour «^2,

e" ( ej— e, ) -t- e\ ( e, — e, ) -H e, / e,— e, ) _

(',, ^2, 63 sont supérieurs à w//., dans notre cas actuel.

Soit
t\ > Cj > 63 > I .

Soit

e, — «2= ^,> û,

e, — ^3= /(s > o,

e, 63= /},+ A,— A3.

Le numérateur de c7„ doit être négatif [ionv rît. 2.

Ceci donne

V,,^ — A, (63-+- /i3)"H- /'3(C3-H A,)" — /i|C'J < O.

Joiirn. de Malh. (6' série ), tome V. — Kasc. III, 1901). I
'
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Développons par la formule du binôme,

Le coefficient de e" est nul dans v„.

Le coefficient de ej"' est /?«/.

Celui de e^'- sera

Celui de e"~' sera

Tous les coefficients, dans v„, sont négatifs pour n ^2.

Le premier cas est élucidé, on a

" > o pour p ^"i-

Donc on peut toujours calculer les constantes K2, K3, . . ., K„
Il n'y a aucune difficulté parce que la caractéristique est en dehors

des courbes données.

Faisons une remarque.

Si nous posons

3 3

1 I

nous avons montré que S„ — S„ ne s'annule pas, en représentant

cette diflérence par

(\i-— )i) X valeur moyenne de la dérivée.

Or nous avons

Si a devient nul, la différence 11. — A devient nulle aussi. Mais cela

ne nous embarrasse pas, puisque nous avons traité déjà le cas : a z^ o.

MaiiiltMiant nous allons faire passer la caractéristique entre les plans
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des courbes données et nous rencontrerons des difficultés à élucider

pour les cas où n est impair.

Dans les cas nouveaux que nous allons étudier, on ne pourrait plus

se servir avantag-eusement de Vinlègrale logarithmique de CaiicÂy,

sauf pour le cas où n est pair.

Nous procéderons autrement.

Deuxième cas : i < 6 < [3.

La question est plus difficile parce que certains termes sont négatifs,

et nous étudierons, d'une manière nouvelle, la quantité

t — àP—yP+ (3'/' — a'P+ aP— (3''.

Première hypotlièse. — p est impair.

r.a.— b

x~b

"

I — />

\ — b

OL — b

<o, â, = |b'|
—

<o,

<o,

<o,

y, =a

a — b

b — \'

6 — I

'

b — \'

a — b

D'où l'expression de /, p étant égal à an + i,

;3 — 6\" /^— b\p fx — b\"a ~ by
-j-xP— ^P.

b—il \b—i I
' \b—i

Regardons l'éipiation / — o comme une équation en x, les autres
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paramètres élanl fixes, et cherchons s'il peut exister une raciue a su-

périeure à [j, ayant, bien entendu,

(3— è>o, b — i>o.

D'abord on a

/(p) = o.

Éludions la valeur de /( + :c) et les valeurs des deux premières

dérivées en a.

On peut poser

t.{oi.) — u ot.i' -\- i' (a. — h)P + iv,

(6-1)/'

Remarquons qu'on a

« + I' < o,

c'est-à-dire

((3
— 6)/'-t-(6-i)''+ I

— (3''<o.

En effet, posons

(3— 6= H, è- i=iK,

(3 = I -+- K + H
;

d'où

H/" + Kp< ( I + K + H )''— I .

Cette inégalité a lieu, H et K étant positifs.

Or, /( + a;) a le signe àe {u -\- v ), donc sera négatif.

De même, les dérivées première et seconde /' et t" seront négatives

à l'infini,

- t' (et.) ^ lia.-" — t'i ( a — ^)""i
P

p est négatif ( c, est le module de v).

On a M <[ (^,, donc l'équation

t' {(x) — o
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peut avoir deux racines positives :

3i7

2,ip

Donc 1 équation

l"(a)= iiix-""^--v,{o'. — Oy-"-K

t"{or.) — Q

ne peut avoir qu'une racine positive.

D'ailleurs ii est positif, d'où

t'{b)>o, t"(h)>o.

Donc /" s'annule entre A et + ce et une fois seulement. La courbe

/(a) a une inflexion entre b el -h x.

Donc encore l' s'annule, et seulement une fois, entre 6 et 4- oo.

Donc, si la valeur /'([3) est négative, la courbe /(a) ne coupe pas

l'axe des a entre p et + ce.

Donc t sera différent de zéro pour

a > ,3 > 6 > 1

.

Si, au contraire, t'{^) est posilif, la courbe /(a) coupera une fois

l'axe des a entre [3 et + co.

Donc, b, ^, p =2//+ I étant donnés, il y aura alors ««e valeur

de a telle que / s'annule.

Fil!. 6.

Le problème comportera une condition relative au nombre
impair yo.

Représentons deux des formes possibles pour la courbe <(a).
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Dans le cas de la figure G, il n'y a pas de condition. Dans le cas de

la figure 7, il y a une condition.

Étudions la condition /'([i) > o.

«(3^''-.',(p-6)=">o,

by-">o.

Si ^ — b est très petit, elle est remplie.

Nous avons bien vérifié que le cas de la figure (7) peut se présenter,

p étant impair. Il peut exister des conditions de possibilité.

Deuxième hypothèse. — p est pair.

Soit p ^ in. On a alors

ô''=ô^

D'où la nouvelle expression de /

_/ a — ty / Ç> — by ,[i--bu> fa— by
~ y b— i j V * — '

= (icti'-i- ('(a — b)'' -+- IV,

P-6

+ aP— (3''

'' = (/>— !)/'

Etudions le signe de (m -l- c ) ou de

[3'' — I + ( /; — 1
)'' —

( (3 — ^ )".
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/> = I + K, i + K + H.

Nous avons

( I + K + H )'' — I + K/'— H'' > o.

Donc (u + r) est positif.

Donc, pour a = + oc, /, / ,
/" sont positifs.

La dérivée i'(<x) ne peut avoir qu une racine donnée par

Si donc on a ('(^) !> o» comme on a, ici encore, t(^) = o, t(oc) sera

positif entre ^ et + îc.

Notre problème ne comportera aucune condition pour les exposants

pairs. C'est ce qui a lieu.

Ecrivons, en efl'et, la condition /'( [iJ
) > o.

f/32"-'+i-(,3 — b)-"-' >o,

[(i_,)-i"_ (3_6)2«]p2«-.4- (^^"_ I) (p -&)'"-' >o,

( K^" - H-"
) ( I + H + K )-"-'

-t- H-"-' [( 1 + H + K )'-" - i] > o,

H'-''-'r(, -H H -+- K)««-'(i + K) - i] + K^'-Ci-H H + k)^"-' > o.

Or ceci est toujours vrai.

La courbe /(a) a toujours la forme ci-dessous :

Fig. 8.

Aucune condition. — On le verrait aussi bien par Tintégrale de

Cauchy.
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Troisième cas : |3 < c < a.

Nous avons inainlenanl les relations suivantes :

S! — c

c 1

I — c c — I

= P3C'<0, 0, = P

Nous avons encore à distinguer les cas de p pair et impair dans

l'étude de

Première hypothèse. — /? = 2 // -f- i , impair.

c\p /^<^-^Y^,c-yy^.^-c^-

Regardons «' comme une fonction de [5 et cherchons à tracer la

courbe entre les points ^ = i et [i = r.

D'abord vv( r ) = o, puis écrivons

.v(t3)=_M^/'-i\(f_p)/'+P,

a'' — I

N
(C—,)P

.'(j3)=r-.M,3'-"^ i\(c--p)=".
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La dérivée première a deux racines et l'on a

<v'(c) < o,

-l—w''(&)—— Mfi"'-' — N(c — S)"-'.
2 lip ' ' '^ '

La dérivée seconde est négalive.

Si nous avons la relation (r'(i)<^o. la courbe est celle de la

figure lo; n'(P) ne s'annule pas entre i et c.

Si nous avoiisa'( i) > o etu(r)<;o, nous avons la courbe de la

figure I I. Alors n([i) s'annule dans Tintervalle.

La condition (r'(T ) ^ o donne

— M -h N(c — i)-''> o,

( ar'' — I
) ( f — I )-" — ( e — I )''— ( a — c )'' > o

X>o.

La condition »'(c) <^ o donne

/'a — e'\-""^'/__j (,_c^'Ml)_^.5;.,,+ l_c2«+l<;o

Journ. de Math. (C série), tome V. — l-asc. III, 1909. /,2
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Y<0.

Supposons a assez grand et -iii assez grand.

X aui'a le signe de
a="-^'[(c- i)''" — i]

et Y aura le signe de

Si l'on a, par exemple, c = 3, on aura

X > o et Y < o.

Donc le cas de la figure i i peut être réalisé.

Deuxième hypothèse. — p = 2/<, pair'.

Ici 0'" =
ù'i" , nous avons

•-(?)=(?'^r- («^)*v{^T- (s)'v «-?"
= P(3^"H-Q(c-P)"'-t-R,

r. /a — c\-"

2 11 (in — I
)

i" Supposons P ^ o ; alors on aura

«•'((3)>o.

Or w(i) = o. La fonction croit, à partir de zéro; elle ne s'annule

pas.

2° Supposons P <; o. (3n aura par suite

tv"((3)<o.
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Examinons le signe de *v(c). On a

„,.(c)= /£i^y''(c="_,) -)-«=«- c'" >o.
\ C I /

Donc, ici encore, *v(p) ne s'annule pas, entre i et c.

Fis. 2-

323

La figure 12 correspond à P > o et la figure i3 à P <^ o.

Fie. rî.

Le cas où p est pair n'entraîne donc aucune difficulté dans notre

problème fonctionnel.

La même méthode peut servir à retrouver la conclusion de l'étude

du premier cas : pas de conditions.

Cette méthode consiste à étudier, non plus l'équation transcen-

dan/e

mais une équation algébrique, .r étant fixe et Viin de nos paramètres

variant seul, entre les limites permises par la nature de la question.
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CONCLUSION.

En résumé, la conclusion est la suivante :

Quand la caractéristique est située e«^re les projections des courbes

données, l'équation
3 3

qui a toujours la racine x =z i, peut avoir d'autres racines. Il est facile

de trouver une valeur de x après laquelle il ne pourra plus exister

aucune racine.

D'autre part, un beau théorème de Laguerre (') nous donne une

imite supérieure du nombre des racines. En voici l'énoncé :

Soit l'équation

A,e«.-'-)- A.> e».-"'
-H . . .-(- A„e«"^=:o,

les nombres a,, aj, ... allant en décroissant; le nombre de ses racines

positives est au plus égal au nombre des variations de la suite

A,-+-Aj,

A,-t- Aj-H A,,

Nous savons donc, par des tâtonnements, en nombre limité, trouver

les racines de l'équation transcendante, c'est-à-dire \es conditions de

possibilité de notre problème, avec le degré d'indétermination de la

solution. La question posée est donc résolue lorsque les courbes don-

nées sont planes.

11 nous reste beaucoup de questions à traiter. Il faut examiner le cas

où la caractéristique coïncide avec la projection de lune des courbes

données (ce cas est simple).

(') Laguerre, Œin<res. t. 1, p. 28. Ceci se déduit de l'extension de la règle

de Descaries.
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il l'aul passer au cas où les courbes données sont gauches.

( )ii peut aussi étudier le problème appelé mixte par M. Hadamard,

où l'on a les données de Cauchy dans l'angle xOy et d'autres données

dans l'angle adjacent. Ce s,erAVoh\G\.à'unsecondMénioirc. Nous allons

cependant, dès maintenant, indi(juer les conditions de possibilité, pour

le cas des données gauches.

Soient les projections de ces données

_v z= 3t ( a; ) ^ a, a- + a, .f^ + «3 a;'' -+-...

,

Nous avons alors le système fonctionnel

Bx= L^+ Ha(x)+ M[a(x) — ax],

C^ = L^+Hp(;„+M[(3(^)-aj;].

Il parait impossible de faire ici Vélirninalion; prenons la question

directement.

D'abord posons

Soient alors

M[.r(i — rt)]rr N(x).

\jx ^ l^x -+ l,x'- + l^X^ + . . .

,

Nj. := «
1
X + //,, X- -\- n-^x^ -[- . . ..

Faisant l'identification, on trouve que /^, /?^, iij, sont connus en

fonction des coefficients dont l'indice est plus petit que p, à condition

qu'un certain détenninani ne-s'annule pas.

Or ce déterminant est identique à

où les constantes a et j3 du [)roblème précédent seraient remplacées

par
a, et ,5,,

coefticienls de .r dans a(vC) et [ï(r).
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Ainsi les discussions précédentes nous donnent ici encore les valeurs

de p pour lesquelles il y aura une condition de possibilité

.

Et l'on forme facilement lesdites conditions, qui ont une expres-

sion forcément plus compliquée que dans le cas précédent, où nous

avions
o ^ a.^^ a.^^= . . .,

Il restera à prouver la convergence des fonctions L, H, N.

Il était intéressant de noter, dès maintenant, que les conditions

dépendent seulement de a, et [3,, c'est-à-dire des tangentes à l'origine

des projections des courbes données, etqu'on forme facilement ces con-

ditions, après l'élude du problème où les données sont planes, étude

achevée ici.
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Essai sur les si/ii(/i/oritcs des fonctions analytitjues

;

Pak m. Paul DIEIVES.

INTRODUCTION.

Une fonction analytique quelconque f{jc) est déterminée par la

suite des coefficients

(l) Qo, a^, ..., a„, ...

d'une série de Taylor, sous la seule restriction que

lim sup.
I

'\/a^,\

ne soit pas infinie. Toutes les propriétés de la fonction y(.r) sont donc

déterminées par cette suite ; en particulier, l'addition d'un polynôme

n'ayant aucune influence sur les singularités, l'allure de la fonction au

voisinage d'un point singulier est déterminée par les propriétés limites

de la suite (i). Donc le problème général de la recherche des singula-

rités est de trouver les relations entre les singularités et les propriétés

limites de la suite (i) ou celles des expressions formées à l'aide de cette

suite.

Le but principal de ce Mémoire est de donner quelques relations de

cette sorte ne supposant aucune restriction à la suite des coefficients.

Par ces recherches, nous tâchons de prendre une position intermé-

diaire convenable entre les deux points de vue opposés qui sont indi-

qués par M. Hadamard dans son Livre sur la série de Taylor ('). Ce
sera l'objet du deuxième et du troisième Chapitre de ce Mémoire.

Mais, avant d'aborder cette étude générale des singularités, nous

(') Hadamard, Série de Taylor (Scienda).
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nous occuperons, dans le premier Chapitre, des questions plus particu-

lières se rattachant à la notion de l'ordre de la fonction sur son cercle

de convergence, notion qui jouera un rôle important dans la suite.

Dans le paragraphe I, nous introduirons la notion donnée par

M. Hadamard de l'ordre de la fonction en un point de son cercle de

convergence et sur ce cercle entier. Cet ordre, qui était jusqu'ici peu

employé, jouera un assez grand rôle dans nos recherches, de sorte que

nous n'avons pas cru inutile d'insister sur cette notion. En particulier,

nous donnerons un exemple pour démontrer définitivement que, même
dans le cas des coefficients à croissance régulière, l'ordre de la fonction

sur le cercle de convergence peut fort bien surpasser le degré d'infini-

tude de la fonction sur ce cercle.

Il est donc indispensable d'envisager aussi l'influence des arguments

des coefficients. Dans le paragraphe II, nous proposerons deux théo-

rèmes pour donner une idée des bornes de cette influence. Le résultat

nous montrera que si les coefficients, au moins à partir d'un certain

rang, se trouvent dans un angle a <[ ti du plan complexe, la fonction

se comporte au point i de la même manière que la fonction formée

par les modules des coefficients.

Supposons maintenant que cette conditionne soit pas remplie. Dans

le paragraphe III nous donnerons des théorèmes qui décèlent certains

cas où la distribution des arguments change vraiment l'allure de la

fonction au voisinage de r.

Dans le paragraphe I\ nous nous mettrons encore dans la condition

des arguments quelconques et nous chercherons des critères pour

l'étude de la croissance de la fonction au point i dans ce cas très gé-

néral.

Le deuxième Chapitre sera consacré entièrement à l'étude des points

singuliers d'ordre négatif. Dans le paragraphe V nous résumerons ra-

pidement les recherches dues pour la plus grande partie à M. Hada-

mard et à M. Borel sur -la représentation des fonctions analytiques aux

points réguliers situés sur le cercle de convergence et à l'intérieur du

polygone de sommabilité.

A l'aide de ces résultats, dans le paragraphe VI, nous donnerons

trois théorèmes pour représenter les valeurs (limites) de la fonction

aux points singuliers d'ordre négatif du cercle de convergence.
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Le ptaragraplic \lll poussera plus ioin ces recherches en généra-

lisant la notion du point singulier d'ordre négatif à l'étoile. La mé-

thode de sommation exponentielle de M. IJorel et le dévelo|)pement de

M. Mitlag-Leffler sous la forme donnée par M. Lindelôf permettront

de résoudre complètement la représentation de ces valeurs (limites)

de la fonction.

L'objet du troisième Chapitre est l'étude des pcMes et des points cri-

tiques algébriques. En particulier, dans le paragraphe VIII, nous nous

servirons des moyennes arithmétiques d'ordre fractionnaire pour com-

pléter un théorème de M. Iladamard comme M. Fatou a complété

nn résultat analogue de M. Iladamard relatif aux points réguliers du

cercle de convergence.

Le paragraphe IX nous donnera la solution complète du problème

relatif aux pôles situés sur le cercle de convergence et sur le polygone

de sommabilité, et cela à l'aide de la sommation exponentielle de

M. Borel.

Dans le paragraphe \, nous généraliserons ce résultat par la mé-

thode de sommation ex[)oncntielle généralisée de M. Borel et j)ar celle

de M. Hanni.

Enfin, dans le paragraphe XI, à l'aide du développement, dû à

M. Mittag-Leftler, des fonctions analytiques par une suite de fonctions

entières, nous établirons la relation générale qui existe entre les coeffi-

cients de la série de Taylor et les pôles situés à l'origine des demi-

droites exclues de l'étoile.

Les deux derniers paragraphes s'occupent des points critiques algé-

briques situés sur le cercle de convergence, sur le polygone de som-

mabilité et sur la frontière dés sommations exponentielles généralisées

de M. Borel. En particulier, dans le paragraphe XII, nous donnerons

quelques théorèmes sur la croissance des fonctions entières qui nous

serviront dans le paragraphe suivant.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans des Notes

insérées aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (20 février

1905, 21 décembre 1908 et i5 mars 1909).

Joiiin. de :Matli. (fi'sijrie), lomc \. — l'"asc. IV, ii)</9. '^^
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CHAPITRE I.

DE LOUDKE DE L V FONCTION SUK LE CERCLE DE CONVERGENCE
ET DE L'INFLUENCE DES ARGUMENTS DES COEFFICIENTS

SUR LES SINGULARITÉS.

§ I. — De l'ordre et du degré d'infinitude de la fonction

sur le cercle de convergence.

1. Bornons-nous, pour le moment, à l'étude de l'allure de la fonc-

tion sur le cercle de convergence en supposant, pour plus de simpli-

cité, que le centre de ce cercle soit à Forigine et que son rayon soit

égal à l'unité.

Le problème qui se pose en premier lieu est de représenter le plus

simplement possible la valeur de la fonction dans les points réguliers

du cercle de convergence. Par exemple, le théorème d'Abel donne une

réponse partielle à cette question en disant que, lorsque la série elle-

même converge en un point du cercle, la somme de la série représente

bien la valeur de la fonction en ce point. Mais, malheureusement, un

seul pôle d'ordre i situé sur le cercle de convergence rend absolu-

ment impossible la convergence de la série dans tous les points du

cercle. D'autre part, une partie du cercle (ou le cercle entier même)

peut être une ligne singulière sans troubler la convergence de la série

dans les autres points du cercle.

Il est donc indispensable, pour les recherches méthodiques des sin-

gularités, de caractériser, de mesurer pour ainsi dire la singularité de

la fonction considérée dans les points du cercle de convergence, et de

caractériser de même la singularité de la fonction sur le cercle entier.

C'est ce qui est fait par M. Hadamard dans la troisième Partie de sa

Thèse (
'

) d'une manière fort heureuse en développant l'idée de M. Dar-

(') IIadamaud, Essai sur /'étude des fonctions, ele. {Journal de Mathéma-

tiques p ares et app liquées, i S9 2 )

.
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boux ('), qui consiste à envisager l'allure des dérivées successives de la

fonction sur le cerclé de convergence. Comme cet ordre de la singula-

rité en un point du cercle et sur le cercle entier sera d'une grande im-

portance dans la suite, nous allons en donner rapidement la définition.

2. A cet effet, introduisons une notion préliminaire, voisine de la

notion de fonction à variation bornée.

Nous dirons, avec M. Hadamard (-), qu'une fonction continue/(./;)

de la variable réelle x est à écart fini dans l'intervalle (a, />), lorsque

les intégrales

/; / cos/t jr/(x) Jx et n j s'innx f(.r) t/x

prises entre des limites quelconques intérieures à l'intervalle (a, b)

restent finies et moindres en valeur absolue qu'une quantité finie I

lorsque n augmente indéfiniment. I est l'écart de la fonction dans cet

intervalle. Par exemple, si la fonction /(x) a une dérivée finie dans

tous les points de l'intervalle, la fonction y est à écart fini.

Considérons maintenant, avec la fonction donnée

(2) /(.r)=^a„j:",

»1 =

les fonctions

(3) H«/(x)—y «=<rt„.r",

où a est un nombre réel quelconque. L'opération H" est une légère

modification de la dérivée d'ordre fractionnaire de Riemann.

M. Hadamard démontre cjue, lorsque la fonction ïl"-/(x) est finie,

continue et à écart fini sur un arc (a, b) du cercle de convergence, il

en est de même de la fonction }i''-'f(x), a' étant inférieur à a. Donc, un

arc déterminé (a, b) du cercle de convergence étant donné, il existe

un nombre co, pouvant varier d'ailleurs de — co à + co, tel que, sur cet

arc, la fonction H ""^/"(.r ), pour c > o, est finie, continue et à écart

(') Darboux, Sur l'approximntion des fonctions de très grands nombres

(Journat de Matliémaliqucs, 1878).

(^) Hauamakd, Thèse, p. 65.
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fini, mais qu'une de ces propriétés fait défaut à la fonction ll~'"'^-f(x).

Le nombre to est Tordre de la fonction /"(.r) sur Tare (a, h).

On voit tout de suite (jue, Farci a', />') étant intérieur à l'arc (a, 6),

l'ordre de la fonction sur cet arc ne peut surpasser l'ordre sur l'arc (a, b).

On peut donc définir l'ordre de la fonction en un point x du cercle

de convergence comme la limite des ordres sur des arcs qui, tous,

contiennent le point x et dont la longueur tend vers zéro. Ainsi, par

exemple, l'ordre en un point régulier est nécessairement — x, car

l'opération H°' n'introduit pas des points singuliers nouveaux ( H\da-

MARD, Thèse, p. -i).

L'ordre sur le cercle entier ù est, par définition, le plus grand ordre

sur le cercle (diuis le sens algébrique du mot), et, d'après un théorème

fondamental de M. Hadamard (Thèse, p. 71),

(4) il — i + lim Sun ,"'
' •

„=« 'og"

ô. On voit aisément que, au point i, Tordre de la fonction

où a est un nombre réel quelconque, excepté o et les entiers négatifs,

est égal à a. On est donc amené à croire qu'il y a une relation étroite

entre Tordre de la fonction sur le cercle de convergence et le degré

d'inlinitude le plus élevé de la fonction sur le même cercle. I.a question

a quelque importance, car Tordre et le degré d'infinitude de la fonction

sur le cercle sont deux notions fondamentales relatives à l'allure de la

fonction au voisinage de ce cercle.

A cet égard, ^L Borel (') a donné un exemple pour montrer que,

dans le cas où les modules des coefficients sont à croissance irrégulière.

Tordre peut fort bien surpasser le degré d'infinitude. Pour montrer la

cause de cette divergence entre les deux nombres envisages, faisons la

remarque suivante. t

Ltant donnée la série convergente à ternies positifs

V ....

(') lioiiEL, Leçons sur les séries à tenues jinsilij's. p. 77.
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on lient toujours reinplacor une inflnité do; c„ par , de telle t'acon

que la convergence ne soit pas troublée. Soit

n=

la nouvelle série ainsi obtenue.

Regardons maintenant la fonction

(5) . o{.c)='^c',,j^".

Son rayon de convergence est l'unité et, d'après (4), son ordi'e sur le

cei'cle entier est aussi égal à i , car

\ogn ,. log los;«
: — lim

D'autre part, le degré d'inlinitude de ©(r) est o. En effet, la série (5)

converge absolument dans tous les points du cercle de convergence;

donc la fonction 9(/?), en valeur absolue, a une limite supérieure finie

sur le cercle.

Ajoutons encore que, lorsque l'ordre est plus grand que l'unité, la

fonction devient nécessairement infinie au voisinage d'un point du

cercle de convergence.

4. Mais, ce qui est plus iuiportanl, nous allons donner un exemple

pour montrer que l'ordre peut être plus grand que le degré d'infini-

tude, même si les modules des coefficients sont à croissance régu-

lière.

Considérons pour cela la fonction

où E{\/n) est la partie entière de \/n. Les modules des coefficients sont

évidemment à croissance régulière, et l'ordre de la fonction sur le

ceicle de convergence de rayon i est l'unité.
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lùivisageons d'aiilrc part le degré d'inlinilude. l'osons, pour sim-

plifier récriture,

S„{.Vo) ;= «0+ 3!,.r„-f-. . . -I- a„.r".

On voit facilement que (' )

lim sup.
MO

I v/" I

Nous allons démontrer qu'il en est de même pour un point quel-

conque x„^ I du cercle de convergence, c'est-à-dire que

lim sup. ——— <A,

OÙ A est un nombre fini. Remarquons à cet effet cpie, si l'on pose

on a identiquement

n rt-1

2/'A'/A=^ 5-H ( '//[
— '/A + l ) + ^«'7«-

A = 1 /, = 1

Dans le cas actuel

c'est-à-dire

n n—l

*=1 k=[

et ainsi

l — Xo ' '

( ') ]'oir. par cveiiiple. \ iv.vMl, T/icniii- clcr cimlriitigcn (inulrtisclirn Fiinl,-

tioncii, 1906, p. /l'y-
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Considérons maintenant le l'apport

On voit d'une part (jiie

litn(i— a;^')-— = o.
" = • y/«

et, pour les indices A' qui ne sont pas de forme /•-— i , on a

a/,— a/,^., = o.

D'autre part, lorsque

A — /»— I,

nous avons

I

oc,, — «/,+ , I

= 2

et l'on a, dans le sigma, des termes de cette sorte en nombre \///, ce

qui donne réellement

(6) limsii|i. p^,-^'i^ <A.

Pour en tirer la conclusion cherchée, écrivons que

/(.r.x„)=:V a„j-'(;.r»

et

donc, pour toutes valeurs de'.r positif et inférieur à i, l'inégalité (6)

nous donne #

^ < A > Jn x".

Mais on sait que

lim(i — ,r)-V y/;;.,.«= B (fini),
,1=1 -^^

71=0

d'où le résultat

liin Slip.
I

( I — jr)- /( .r. j?,,)
|

< AB.
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Le dcgro crinfiniliule de la fonction

/(X)=V(_,)E(>«)^

ne surpasse donc pas ;;, tandis que son ordre est égal à i. Mais ce qui

nous paraît encore plus important, c'est le fait que la série formée par

les modules des coefficients est

2-

dont le degré d'infinitude sur le cercle de convergence est manifeste-

ment égal à l'unité. Donc les modules des cocflicients ne déterminent

pas complètement Tordre de grandeur de la fonction sur le cercle de

convergence, les argunfents des coefficients entrent aussi en jeu. 11

en ressort nettement que Vinjliience des argumcnls des coefficients

sur l'allure de la fonction sur son cercle de convergence est beau-

coup plus profonde qu'on n'aurait pu le croire. Un problème nouveau

et général se pose donc : Délenniiiri' les homes et les caroctères

de riii/htencc des arguments sur les propric/és générales de la

fonction.

'i^ II. — De l'influence des arguments des coefficients

sur les singularités.

6. Loin d'avoir l'intention d'épuiser ce problème, nous allons, par

quelques résultais (|ui s'y rattachent, illustrer plutôt la nature et la

limite de celte inlluence. Pour cela, énonçons tout d'abord un lemnie

général qui déjà donnera lui-même une idée assez nette du mécanisme

de l'intluence en question.

Soit donnée une suite de nombres complexes

(7) Po^'"», PiC". p„
(''"", ••

avec la restriction que tous les termes se trouvent dans un angle a < -
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du plan complexe (soinmel à roriijinc). Nous allons démonLrer que

(8) Imi inf. -!-i ! i -i^ficf.).
« = . po-f- pi + . . .+ p„ -j \ I

où f(oL) est un nombre positif, non nul, qui ne dépend pas des p„.

Pour a <; -, la démonstration est presque immédiate et l'on a, dans

ce cas,

(9) Ipof'*-^ pi
(.''". -f-. . .-l-p„ e'*"

I
Xpo-H p,H-. . .+ p„) cosa.

En effet, a étant inférieur à-j on vérifie facilement qu'on a

I
pli''"'» + pi

<?'^'
I

> po + pi cosa > (pli + pi ) cosa.

Supposons donc- que (9) soit vrai si l'on remplace n jiar // — i, et dé-

montrons qu'il est vrai pour n. On a

I
(p„ <?'*'-+- p, e'".-!-. . .+ p,,-i

'-"'"-) -: p„ f'*"
I

>
I po e'*« H- pi e'«. 4- . . . + p„_i e'«/.^.

|

-(- p„ cos a,,

car la somme
Po e'"»+ p, e'*o 4- . . . + p„_, c'*"-..

comme tous ses termes, est un nombre situé dans le même angle ; donc

elle peut être prise pour po'''"-; d'autre part, par hypothèse,

I Pu e''-'» H- . . . + p„_, e'"»-.
I
> ( p„ H- p, + . . . + p„_| ) cos y., ;

ainsi, x, et a^ ne surpassant pas a, (^^9) est démontré pour n quel-

conque.

Cela posé, prenons le cas 'plus général où a<^-. Partageons a en

deux parties égales : a, et ao. Soient s^^ la somme des termes d'indice

inférieur ou égal à n qui se trouvent dans l'angle a, et .s„, la somme du

reste des termes d'indice inférieur ou égal à n, de sorte que

s„ =z Po e'*o -)-... + p,j
,.'«„—

5„^ ^- .s-„_.

De même, soit

^'11 — Po -i- Pi -:-••• -H p«= 4«, + ««_

En vertu de ( 9),

,
• • f I

•'''/.,
I

- a
I

• f I

•<//
, I

-, ^
lim ini. -^—r'-'-^cos —

,

liin int.
.

- cos — ,

Jùurn. de Mcilli. (fi- scric), Innic \'. — V:\sc. 1\", if)0(). -14
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d'où il résulte que

lim inf.
I
p„ c'^''-h . . . 4- p„ e"

p„ + . . . + p„

=: lim inf. J— ^ j-^ liin inf.

I*",l

SI 1 on pose

et si Ton remarque que

>,„-a„ l<J!.

Mais, en général, lorsqu'on a deux suites positives A„, B„, on a, pour

cosa <; o,

A„-4-H„e'='l^
lim inf.

(A„-f.B„)

... . , Af,-i-P>;, ,. 2A„B„ . I I

^lim int. — rr-— 4- cos^z lim sup. —; -—— :: 1 cosit > o.

d'où résulte immédiatement notre lemuie (8).

Remarquons encore que, lorsque la série ^ z„ est convergente, on

peut appliquer le lemme aux souimes relatives à ces deux séries,

V o„ et V
p,, t''='».

6. Nous allons maintenant établir quelques propositions à l'aide de

ce lemme. On sait que, lorsque les coefficicnls sont positifs (dési-

gnons-les par p„) et le rayon de convergence égal à l'unité, le point \

est toujours un point singulier de la fonction

o (./):=> rj,,x".

n = ti

Nous démontrerons qn' il en est de même pour la fonrliun
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.S7. (ht moins à jnirlir d'un certain indice, Ions les coefficients se

tioiaent dans un aiifj;le y. <^t. du plan cnmjdexe {sommet à l'ori-

gine).

En eflet, ajoutons à f(x) un polynôme pour que la condition indi-

quée soit remplie à partir de l'iudice o, ce qui est toujours possible

sans changer en aucune façon la singularité de /"(j;); supposons que

cela soit fait et développons cette fonction en un point .r(,<; i de l'axe

positif, on obtient

(") /(x)=V:L_Ljli(.i._.^„)/..

*- = ll

Tâchons maintenant de déterminer le rayon de convergence de cette

série. Pour k quelconcjue, tous les termes de la série

Z!^_liJll = p, e'^, + (/. + !) p,+ ,
(?'"»+. + . . .

,

par suite sa somme, se trouvent dans le même angle a<;-. Le lemme(8)

donne dans ce cas

|/"''(-'-.)L ,?"''(-r„)

I

/•! |>'^^T~'

où A ne dépend que de a; donc, le même A s'applique |iour k (piel-

conque.

D'où il résulte que

Iim Slip. 1 / — „ lini Slip. K I A -—
—;

•

/, = »
I V '" •

I
/. = » V' '' •

Mais nous savons cpie le rayoade convergence de la série

est égal à I — j:-,, ; donc

|/7/'*'(.^„)L. i

car

Par suite, le rayon de convergence de la série (ii) est au plus i — .r,,,
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ce qui revient à dire qu'il est égal à i — ./;„; par conséquenl, le point i

est vraiment un point singulier de la fonction (lo), comme nous vou-

lions rétablir

7. Supposons maintenant que o(.v) devienne infini au point i. .le

dis que le degré d' iiifinitude de f{x) est égal à celui de o(.z-); ou,

plus précisément, il y a, sur l'axe réel positif, un intervalle fini (a,o, i)

où l'on a

(.2) |/{.r)l> A o(,r),

A étant une constante positive convenable.

En effet, on peut toujours supposer que tousXes coefficients (\efÇi)

se trouvent dans le même angle x<^t:, car un polynôme divisé par

o{x) devient o pour x = i. Mais dans ce cas les termes des deux

séries

2 P«-^'" PhC''*".^"',

pour X positif quelconque, se trouvent dans l'angle a; donc, d'après le

lemme (8),

- > H > o.

Pn-

Mais B est indépendant de .r; donc

IJiii inf.

V.P,,,,.p».''"

>o.

ce qui démontre la proposition.

8. L'inégalité (12) nous permet de généraliser en quelques lignes

un théorème très important de Cesàro. D'après ce théorème, a„ et b„
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étant positifs,

(i3) lim^^^—

y b„x"

- lim v^'

lorsque la limite du second membre existe et lorsque la fonction

devient infinie au point i.

Supposons que les h„, à partir d'un certain rang, se trouvent dans

un angle a <[~ du plan complexe (sommet à l'origine) et qu'on ait

C,i
lun -T— r= «.

Nous allons démontrer que la relation (i3) subsiste dans ce cas plus

général. En effet,

avec

lini£„ = o;

donc on peut écrire

7 e„ b,, œ"V n

lim '-^-^-^ = <7 + lini^i^^^

Calculons la limite du second membre.

D'après (i2j, si ./; est assez proche de i,

^z„b„x-^

2;*«-"

y \inb„\jC"

^2
1

''' 1-^"

Mais, dans le second membre, tous les coefliclcuts sont positifs, et la
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limite de leur rapport est o. On a donc, d"a])i'(''s le théorème de ( lesàro,

lim^!^^^ := o.

Il en résulte que le tliéorèmc de Ccsàfo subsiste dans le cas où les

coefficients se irouven/, au moins à partir d'un certain rang, dans

un angle a <[ 7: du plan complexe. De même, pour les .?„ et pour les

moyennes arithmétiques d'ordre quelconque.

Remarquons enfin que, lorsqu'il y a une infinité de coefficients dont

les arguments diffèrent de -, toutes ces propositions sont générale-

ment en défaut; donc, pour ces propositions, la condition que, du

moins à partir d'un certain rang, tous les coefficients se trouvent dans

un angle a <; -, est une limitation naturelle.

§ III. — La distribution uniforme des arguments des coefficients

abaisse le degré d'infinitude.

9. Supposons maintenant que celle condition ne soil pas remplie.

La question se pose : Dans quel cas peut-on affirmer que les arguments

qui diffèrent les uns des autres de - changent réellement la nature de

la singularité au point i? en particulier, dans quel cas abaissent-ils le

degré d'infinitude au même point? Ou, au contraire, dans quelles con-

ditions le degré dinllnitude de la fonction

(i4) /{-r) =^ p„<"^...r" =V a„x"

reste-t-il égal à celui de

(i5) '-^i^) = X ?«•'",

quoique les a„ ne satisfassent pas à la condition indiquée plus haut?
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Pour répundre, au uioins partiellement, à la première question,

nous allons établir Une proposition qui permet, dans certain cas, de

distinguer l'influence des arguments de celle des modules des coeffi-

cients.

Soient, en effet, a,, a^, . . ., a^. les points limites de la suite infinie

(i6) «d, «,, «.,, .... «„, ....

Entourons les points a, des cercles de rayon assez petit pour que

tous ces cercles soient extérieurs les uns aux autres; les termes de la

suite (i6) qui sonl extérieurs à tous les cercles seront en nombre fini b.

Soil enfin iiii(/i) le noiid)re des termes d'indice inférieur ou éi;al à //

qui se trouvent dans le cercle q, et formons les rapports

Si la limite

m, en
/,

existe, nous dirons que la fréquence du point limite a,- est /',.

Démontrons maintenant que dans ce cas

(17) fim(i — .r)y, a«-^-"— /i3!i4-/2C., + . . . +//,a/,.

En efl'et, on a

Mais, d'après le théorème de (^esàro,

lim -^- =: lllll ^ /,
„. = ,

-
__ „ = . n

7, -2^"

(') Y'oir. par o\LMii|)le, lioiiKi.. Lcroiis sai' les .wrirs à Icniics pnsili/s. 1902,

p. 6G.
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et

E'.-

d'où résulte (i 7).

Remarquons encore qu'en raisonnant ainsi sur la fonction

i — ic .àLj " '

on obtient la relation

(18) ''•"5' rt„.r''=/,a, +/3ff2-^. . .+//.C7/,,

où /, est la fréquence du point limite ci, par rapport à la suite

5,,, 5,, ,«,, . . . , .<„, ....

Cette relation est une généralisation immédiate du théorème d'Abel,

d'après lequel, s'il n'y a qu'un seul point limite ct, le premier membre
de (18) tend vers ct. Cette relation vérifie encore complètement les

vues de Leibniz et de Lagrange dans la question particulière de la

sommation de la série divergente (')

(19) I — 1 + 1 — 1+—
En efl'et, les ,s„ de la fonction

—^=V
sont

,
(-1 )".<-«

I o, r , o, ....

Nous avons, par suite, deux points limites : i et o, avec la frc-

quencc •

(') Vnir i\ ce sujet Borkl, Leroux xiir les srrics (Us'eVi^fiitcs. 1901 ( liitrodiic-

lloii).
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D'après (i8 ), la valeur de la fonction au point i est donc

- I-+- -O r=-

ce qui montre évidenimenl que, pour déterminer la somme de la série

divergente (^19), c'est la fréquence de i se rapportant à la série com-

plète qu'il faut considérer.

Remarquons enlln (ju'à l'aide de la relation

lir
P

en supposant que la limite du deuxième membre existe, on généralise

facilement la relation (18) pour le cas où les coefficients tendent vers

l'infini. Il suffit déconsidérer les points limites de la suite —- Nous pou-

vons faire de même pour les moyennes arithmétiques des .9,, d'ordre

quelconque.

10. Mais, au lieu de ces considérations, nous allons nous servir de

ces résultats pour établir une proposition qui donnera une idée assez

exacte de linfluence des arguments.

Soit donnée

(20) /(J7)=V p„e'a„^«^

et supposons que

(21) . lirap„= A

pour que l'influence des modules soit éliminée.

Il est évident que

devient infini de degré i au point i. Quelle distribution des c'"»

abaisse le degré d'infinitude de la fonction (20)? Nous allons dé-

montrer que, si la distribution des e'"" sur le cercle de rayon i est

Journ. de Math. ((>' série), tome \ — Kasc. IV. 1909. 4^
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uwformc, la fonction (20 ) ne devient pas infinie de degré i au
point I .

La distiil)utinii des f"'» est dite uniforme lorsque, divisant le cercle

en A" arcs égaux, la fréquence des c'"» sur un arc existe et est égale à j»

cl cela pour une infinité de valeurs de A'.

Pour démontrer cette proposition pour la fonction (20), il suffit de

la démontrer pour la fonction

car, d'après la condition (21),

/( ,r ) = A /, (
j-

) +V £„ e'».. X"

avec

lim e„ r= o,

et, selon le théorème déjà cité de Cesàro,

lini(i — a-) 7 £,,e'*"a?" = o.

Formons maintenant les fonctions

en preniint, au lieu de y.„, le milieu j3„" de Tare qui le contient; (17)

nous donne

où 2^A ^^^ ^^ somme des A''"'"'"" racines de Tunité.

Mais

/(.r) = 9,,(x) + c,(.r),

et, pour £ quelconque, à partir d'un certain indice A", tous les coeffi-
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cients de c^(x) sont inférieurs à -; donc

I(i-.r)/(x)|<|(i-.r)?/.(^OI + J-

D'autre part, si x esl assez proche de Tunité,

l(i-^')9a^)l<^;

donc

\{i—x)J\x)\<E,

ce qui démontre la proposition.

§ IV. — Critères formés des v„ pour reconnaître le degré

d'infinitude, la distribution des arguments étant arbi-

traire.

11. Passons maintenant à la seconde question soulevée précédem-

ment. On sait, depuis A bel, que pour les séries à coeflicients positifs,

l'égalité

entraîne nécessairement

(22) lim ^cr„x"^oo

n =

D'après le lemine (8), c'est aussi vrai pour les séries dont les coeffi-

cients se trouvent, du moins à partir d'un certain indice, dans un

angle a << - du plan complexe (sommet à l'origine). Supposons main-

tenant que les coefficients ne soient pas assujettis à cette condition.

Dans ce cas, la fonction ne devient pas infinie, en général, au point i.

Il s'agit de déterminer des conditions entraînant nécessairement l'éga-

lité (22). Il peut arriver, par exemple, que les .v„ dei^ieniienl infinis

en valeur alisolue et se Iroinciil déjà dans un (tngle y.<^T. du, plan

complexe (sommet à l'origine). Cela sujfit pour conelure que la

fonction devient infinie au pulnl i. En eU'et, envisageons les deux
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tondions

et

o{x)=^\s„\ji-".

D'après (12) nous avons poui- r assez proche de Tunité

|-^|>Ao(x).

Mais
lim(i — .2') ofj?) ^= 00,

.1=1

comme on le voit tout de suite, si l'on considère la fonction

et

9(.r)=V|,„|^-,

et l'on se sert du théorème de Cesàro d'après lequel

I-
'

uni = o
„ _ „ x,i

en traîne régalitc

,,.^1(1 — .r)o(j:)

Donc vraiment

limi/(,r)| = x.
r = 1

Remarquons eniin que c'est une généralisation d'un théorème de

M. Pringsheim (').

12. Mais le cas le plus général et. en même temps, le plus compliqué

est celui où les modules des .s:„ ne tendent pas directement vers l'infini,

(') I^niNr.SHRiM, l cher (/as Verhalten von Polenzreilicn (iiif ilrm Kamcr-

u/'ii:/,feis'' { ]liiiic!i(H('r Sil:.iin:;<i!!criclil<\ t. \\\, 1900, p. '|0 )
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mais où la suite des 5„ a aussi des points limites linis et où les ai'gu-

ments des s„ ne sont assujettis à aucune restriction.

Pour plus de simplicité, nous nous bornerons à supposer, pour le

moment, que les coefficients a„ sont réels et que

lira sup.
I
«„

I
< a < I .

Dans ces conditions, nous pouvons démontrer le théorème suivant :

Si, pour' les s„ positifs, on a

(28) ' lira sup. -^ z=: 00,

el, pour les s^ négatifs,

(2^) lim sup. |5„
I

= A,

OÙ A est un nombre fini ou nul, hi fonction ^o,,.!" devient infinie

n —
au point i.

Nous démontrerons, en effet, que, dans les conditions indiquées,

on a

{2a) lim = lim p- =:o,

et que S„ est positif pour n assez grand. Alors, en appliquant le théo-

rème de Cesàro aux deux fonctions

: 7 nx"'
{i — xy-

et

nous aurons

liiu — = liai -—— = hui ^
(v — xY

ce qui démontre la proposition énoncée.
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Dénionli'uns donc l'égalité ('23).

Pour cela, regardons la suite finie

et soil /ra„ la plus grande des valeurs de

1^-0
1,

\s,\, ..., i.sv-,|, |.^-«!-

D'après l'hypothèse (23),

lira a„ = 00.

t

Le nombre des termes de la suite finie qui sont plus grands que //"

est au moins

n^ a,i
— II- Tiz II- {y.„ — i )

,

à cause de la petitesse des coefficients a„ qui constituent les s,^. Donc,

quand nous formons

les termes considérés tout d'abord donnent une somme supérieure ou

égale à /?/'«^(a„ — i ), c'est-à-dire cette partie de S„ devient infinie

d'ordre supérieur à i. Les autres termes positifs ne diminuent point cet

ordre, les termes négatifs non plus, car, d'après l'hypothèse (24), leur

somme, en valeur absolue, est moindre que n\. Donc, l'équation (20)

est vérifiée et, à partir d'un certain indice, S„ sera toujours positif.

lô. Plus généralement, ayant

(26) lui) Slip. -^——
! r= r/ < 1

.

nous démontrons le théorème suivant :

Si l'on a pour les s„ posilifs

lim sup. —^ ^ GO,

Il -

l'I, pour L'a .y„ négatifs,

lim Slip. '—^ = A,
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A étant un nomlire fini on nul. la fonction icpi-csentée par ^g^.x-"

n=
di'vic/// ut finir d'ordi-r siipériciii' à k au point i

.

En effet, désignons de nouveau le plus grand terme de la suite finie

par n "a„, dont nons savons que

Hm £z,j= GO.

Dans la suite finie considérée, prenons le terme qui diffère le moins

de « -; évaluons le nombre des ternies p qui est indispensable pour

parvenir de ce terme au terme maximum. D'après (26), p est plus

grand que le plus petit nombre p' satisfaisant à la condition

k+- k+-
n --h (n —pY'+(n —p' + \y'+\ . .-h {n — i)''' ^ n'''^n -a,,,

car ici nous avons construit le terme maximum à l'aide de termes qui

sont les plus grands possibles.

Cette inégalité peut s'écrire encore

{n — p'Y'-i- {n — /j' -h I )''+... -T- ( « — I )'-!- «'' :i n '-(o.„ — t) zz: n'' n' ( a„— 1 )

;

donc
I

/;>/(-(«„— i),

car le second membre est le produit de deux facteurs dont le preuiier

est le plus grand terme du premier membre.

Construisons maintenant S„.

D'après le raisonnement donné, le nombre des s,(?'5a«) qui sont

plus grands que n 'est au moins «'(a„— i); donc ils donnent une

partie de S„ d'ordre plus élevé que A + i. Les autres termes positifs

ne peuvent pas diminuer cet ordre, de même que les S„ négatifs, leur

somme, en valeur absolue, étant inférieure à A/i*"^'. Nous avons donc

démontré que

lim -jj— = o.
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Appliquons maintenant le théorème de Cesàro aux deux fonctions

n =

et

Kn remarquant que, d'après un théorème de M. Appell (' ),

jA+l

lim-^ -r(A + 1),

et que, par suite,

Iim — = o.

on obtient

lim -^
:

— = lini —

—

= hm -:^ T= o

( I - ./ )-

ce qu'il fallait démontrer.

14. All'ranchissons-nous maintenant de la restriction que les coeffi-

cients soient réels. Dans ce cas plus général, le théorème s'énonce

comme il suit :

Supposons que
lim Slip.

I

rt„
I

< I.

Si l'on peut ranger les s„ en deux groupes de manière que tous

les termes s„^ du premier groupe se trouvent dans un angle a <^ tz

(lu plan complexe (^sommet à l'origine^ et si pour ces termes

Iini sup. p ::= 00,

"
~ *

n'I

et si, pour les autres leiines,

lim sup.
I

s„
I

^ «,

(') Appell, Sur certaines sé/'ies, elc. {Comptes rendus, t. LXXXVII).
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OÙ a est un nombre liiii ou nul, ht fuiuiiuu icprrscnlècparya^x'^

dcne/U infiuir au point \

.

Considérons, en efl'et, la fonction

qui peut s'écrire

l'ouï' ijue |.v„
I

s'accroisse de la valeur //' jus(ju"à //'a,,, il faut ajouler

au moins un nombre /z"(a„— i) de coefficients, car la valeur alisolue

des coefficients est inférieure à Tunité. Nous aurons donc des |.s„
|

1 1 1

situés entre les valeurs if et rt"a„ au moins eu nombre «'fa„— i); par

suite, comme auparavant, on peut conclure cpie la fonction

2l^«,l-"'-

de même (]ue son S„ a un ordre (rinliiiiluclr su[ii''rii'ui' à i au [loinl i.

C'est-à-dire

lim (i — Jc)^
I

-v,,,
I

J'"' = y-.

Mais, d'après (12), pour ./; positif, inférieur à i et assez proche de i,

7 «n,A""' > Ay

donc

lim (1 — .1) V

D'autre |)arl. d'après riiypotlièse faite sur les *•„,, pour .r posilif cl

Journ. de Malli. ('i' sêni'j, tome V. — l'd>r. IV. 1^109. -|0
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inférieur à i,

p. DIENES.

V,,,^«.

où B est le plus grand des modules de *„,.

Par conséquent,

(i-x) Iv- <B.

En combinant les deux résultats, on obtient

lim| /('•) |=H' (T .*) y -Sn, '*'"'-+- (• ^) /,-''":''"'

ce qu'il fallait démontrer.

Enfin, dans le cas où

liiii sui

le même raisonnement, avec une légère moditication, nous donne le

théorème suivant :

Si l'on peut former des s„ deux groupes, de manièi'e que tous

les termes s,,^ du premier groupe se trouvent dans un angle a «<] ti

du plan complexe (^sommet à l'origine) et si pour ces termes

liin sup. -'

—

-^ = oc.

et si, pour les autres termes s„
,

hm sup. —r^a,

a étant un nombre fini ou nul, la fonction représentée par^^a,, x"

devient infinie d'ordrr supi'ricur à k au point i

.
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CHAPITRK 11.

SUR LRS POINTS SINGULIERS D'ORDRE NÉGATIF

§ V. — Résumé des résultats relatifs aux points réguliers

du cercle de convergence.

IS. Nous allons aborder maintenant Tétude systématique des sin-

gularités. Dans cette étude, on a suivi en général deux méthodes assez

distinctes ('). L'une ne suppose aucune restriction aux coefficients de

la série de Taylor donnée, et, par cela même, les résultats obtenus par

cette mélliode acquièrent une très grande importance. Mais, comme

le remarque M. Hadaniard (-), « il est à craindre que ces résultats

resteront toujours trop peu nombreux ».

L'autre méthode consiste à faire des hypothèses, parfois très parti-

culières, sur les coefficients pour traiter des singularités relativement

simples. Par exemple, les beaux résultats de M. Hadamard sur les

pôles des fonctions analytiques supposent que les singularités les plus

voisines de Tovigine sont des pôles exclusivement, ce qui revient à faire

des hvpothèscs toutes particulières sur certains déterminants formés

de coefficients de la série.

En général, si Ton veut suivre la première mélhode, on ne doit sup-

poser aucune restriction aux singularités, car ce sont colles-ci qui dé-

terminent les propriétés limites de la suite des coefficients.

Dans ces deux derniers Chapitres de ce Mémoire, nous essayerons

de trouver une position convenable qui soit intermédiaire entre ces

deux points de vue, en envisageant les singularités relativement les

plus simples sans supposer rien sur les autres singularités de la même

fonction, c'est-à-dire sur les coefOcienls de la série donnée.

Pour y parvenir, nous avons besoin de résultats relatifs aux points

(') Voir Hauamard, Sthir de Taylor i Scir/i/ir/ ), p. i o.

("-) Ihid.. [>. i3.



356 r. piKNEs.

réguliers; donc, loul d'.ibord, nous allons résumer ces reclierches faites

pour la plus grande partie par MM. Hadamard, Borel, Mitlag-Leffler

et l'ainlevé.

Pour cela, donnons en quelques mots la définition des moyennes

aritlimétiqucs d'ordre fractionnaire.

Soit donnée une fonction analytique

/(x)=Va„.r".

Soient

et soient

S',,' = i„

s;;-' = S''-'+ sv-"4-. . .+ S',;-''.

les moyennes aiithméliques ordinaires formées au point i

.

M. Knopp (
'

; a démontré que Texistence de la limite

entraine celle de

et que les deux limites sont égales. Tout récemment M. Schnee { - ) a

complété ce résultat en démontrant la réciproque.

Donc, pour généraliser cette notion, on [)eul partir des S).' dont la

généralisation pour /• fractionnaire est immédiate, étant donné que

^—-7 ai,.r"—y S,',''x".

(') Knopp, Grenzwerthe von Reiheii bei dcr Annalirriin^^ an die Komei-
genzgrenze, 1907, p. 19.

(-) W. SciiNKi;, Die Identitâl des Cesàroschen und llôlderschcn Grcnztverles

( Mat/iematisc/ie Annalen, t. LXVII, 1909, p. 110).
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?Soiis posons donc, jHHir / posilil ([iielfonquc,

,,, r(/--t-i)S;r

'"^=2'^''^""'-r(7VT
^ r(/- + » — 1" + 1)

a,-,

car les B),'j^' sont des coefficienls biiiomianx, et nous dirons que les d^

sont les moyennes aritliniétlques (ou moyennes de Cesàro) d'ordre /•

formées au point i. Cette dénomination est justifiée par le fait que,

pour /-entier, la limite des

îSi;

coïncide avec celles des moyennes arithmétiques. Si nous voulons for-

mer les moyennes arithmétiques d'ordre quelconque en un point j;„,

il faut mettre a„x'l au lieu de a„.

I(ï. Cela posé, nous pouvons résumer rapidement les résultais de

M. lladamard, quia donné, dans sa Tlicse ('), deux propositions se

rattachant à la représentation de la fonction dans les points réj^uliers

de son cercle de convergence.

La première s'énonce comme il suit :

.S/ l'ordre de la fonction sur son cercle de convergence est infé-

rieur à r unité, la série elle-même converge dans tous les poirits ré-

guliers de ce cercle.

La deuxième est plus générale :

Si Vordre de la fonction sur son cercle de convergence est infé-

rieur à co, les nwvennes arithmétiques des s„ d'ordre w — i

donneront pour liniilc dans tous les points réguliers du cercle de

convergence la valeur de la fonction en ce point.

Remarquons ipie M. Hadamard n'emploie pas l'expression :

moyennes arithmétiques; mais la formule dont il se sert et qui ne dif-

(') P. 82,83.
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fère de ces moyennes que par un facteur dont la limite pour // = ao est

égale à l'unité, s'en rapproche tellement que, pour plus de conformité

du langage, nous énoncerons ce théorème toujours sous cette forme.

M. Fatou (') a complété le premier théorème d'une manière inté-

ressante en démontrant que la condition

lim rt„3= o

une fois remplie, et si l'on suppose que le rayon de convergence soit

égal à l'unité, la série converge dans tous les points réguliers du

cercle.

Évidemment, si la série converge en un p,oint du cercle de rayon i,

on peut toujours en conclure que

lim a,, =: o.

Donc c'est la condition nécessaire et suffisante pour que la série con-

verge aux points réguliers de son cercle de convergence.

Par exemple, pour représenter la valeur de la fonction

y j^
Zd los«
11 =

aux points réguliers du cercle de convergence de rayon i, il faudrait

se servir, d'après le premier théorème de M. Hadamard, des moyennes

arithmétiques, car l'ordre de la fonction sur le cercle entier est i , tandis

que, en réalité, la série elle-même y converge, comme le montre le

théorème de M. Fatou.

On peut compléter de la même manière le second théorème de

M. Hadamard, comme l'a montré M. M. Riesz (-) en démontrant que

lim — =: o

est la condition nécessaire et suffisante pour que les moyennes arith-

(') Fatou, Série.': lri,^onométri(]iirx et séries de Tnylor ( Acta matlicmalica.

t. XXX, p. 389).

(^) Riesz, Sur les séries trigonomélri'/ites sont niables. it|oS (en iiongrois).



ESSAI suit LKS SINGLLARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 35c)

métiques des s„ d'ordre /• aient une limite bien déterminée dans chaque

point régulier du cercle de convergence. Et cette limite représente

bien la valeur de la fonction en ce point.

17. Le deuxième pas, en quelque sorte définitif, de la représenta-

tion de la fonction sur le cercle de convergence, est fait par M. Borel ('),

qui a démontré (jue dans tous les points réguliers Xa du cercle la li-

mite

Hm

^ a"

1 =

'« '^^ Oo-^ '^\ '''o -H «2 >'', 4- • --i- ('u -^
u 1

existe et représente la valeur de la fonction en ces points, quels que

soient les coefficients a„ de la série donnée.

Cette limite s'appelle la limite gcnèj-alisée des a"„ et les

n=0

sont, pour des valeurs de a tendant vers l'infini, les sommes expo-

nentielles des s„.

Dans cette voie, c'est le premier théorème qui ne suppose rien sur

les coefficients a„ et qui donne cependant une relation très précise

entre les coefficients (par lesquels sont déterminées les sommes expo-

nentielles) et l'allure de la fonction aux points x„. Et, ce qui nous pa-

rait le plus important, à l'aide de la sommation exponentielle on peut

envisager l'allure de la fonction en un point sans s'occuper des singu-

larités de la fonction en d'autres points : ce n'était pas le cas dans la

sommation par les moyennes arithmétiques. Nous verrons que cette

propriété de la sommation exponentielle, jointe à sa grande simplicité

qu'elle doit, pour la plus grande partie, à femploi de la fonction expo-

nentielle, nous permettra d'obtenir des résultats analogues an théo-

('i BoiiEL, Leçons sur les séries ili^'crgcnU's. 1901, p. i?,8.
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reine indiqué de M. Borel, se rapportanl aux !<in!;ularit(''s de la fonc-

tion envisagée.

L'autre grand avantage de la méthode exponentielle de M. Borel

est qu'elle permet de franchir le cercle de convergence. En effet,

comme l'a démontré M. Borel ('), la limite généralisée dos

existe en tous points i/itériet/rs du polygone de so/n/»alnlité et re-

présente la valeur de la fonction en ces points, quels que soient les

coefficients a„ qui déterminent d'ailleurs le polygone de sommabilité.

Comme la singularité d'une fonction au point x^ est caractérisée,

en général, uniquement par les valeurs régulières de la fonction au

voisinage de ce point, il est évident que cette extension du champ de

représentation est indispensable pour l'élude systématique des singu-

larités. A ce point de vue, la représentation de la fonction dans les

points réguliers doit précéder toujours la recherche générale des sin-

gularités. C'est aussi pourquoi le théorème général de M. Mittag-Lef-

fler (-) nous sera si utile dans la suite. Mais nous utiliserons ce der-

nier sous des formes très diflérentes, de sorte que nous ne pouvons pas

en donner le résumé.

Remarquons seulement que, à notre connaissance, on n'a établi à

l'aide de la représentation de M. Mittag-Leffler aucune relation géné-

rale qui se rapporte aux singularités situées sur la frontière de l'étoile.

Nous en proposerons deux dans la suite de ce Mémoire.

§ VI. — Des points singuliers d'ordre négatif situés sur le cercle

de convergence.

18. Nous avons vu que l'ordre des points réguliers situés sur le

cercle de convergence est nécessairement — ^c. Par conséquent, les

singularités qui se rapprochent le plus de ces points sont celles dont

l'ordre est négatif. Nous allons voir, eu ellel, qu'en cheminant vers un

[^) ]iORï.L, Leçons sur les séries dii'ergentes. igoi,p. 126.

(-) MiTTAG-LiiFFLiiit, cinq Noies dans les Aria inallirmaliin. on encore Borel,

Séries divergenies, cliap. \ .
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1

tel point à rintérieur ou à la circonférence du cercle de convergence,

la fonction tend vers une valeur bien déterminée. Nous dirons que

cette valeur est la valeur de la fonction en ce point singulier. Par

exemple, A est une telle valeur pour la fonction

A + [los(i^.O]^-(> -')%

OÙ a est un nombre positif, mais n'est pas égal à un entier; ^'20 et

log(i — -v) représente la branche du logarithme qui s'annule pour

X ^ i.

Soit donc cc„ un point' singulier d'ordre négatif du cercle de conver-

gence de la fonction donnée

D'après la définition de l'ordre, on peut trouver toujours un arc

(a, b) contenant jjj à son intérieur sur lequel l'ordre de la fonction

f(x) est négatif. Nous pouvons appliquer le théorème fondamental de

M. Hadamard (Thèse, p. 72); si nous le citons textuellement, c'est

que ce résultat servira de base pour les démonstrations de nos théo-

rèmes se rapportant aux points singuliers d'ordre négatif.

Une fonction d'ordre co sur un arc déterminé et en ses points

extrêmes peut être remplacée par une somme de deux fonctions

dont l'une est d'ordre égal à di ou dépassant w d'aussi peu qu'on le

veut sur le cercle entier, et l'autre est holomorphe en tous les points

de l'arc considéré.

On peut donc écrire

où l'ordre, sur le cercle entier, de la fonction représentée par V bj^x",

diffère aussi peu que l'on veut de l'ordre de la fonction f(x) sur l'arc

(a, b), c'est-à-dire peut être supposé négatif. Mais, dans ce cas, la

fonction ^ b„x^ est continue partout sur le cercle de convergence, en

particulier sur l'arc (a, b).

D'autre part, la l'onction représentée par ^ c„x" est holomorphe sur

Jouin, de Math. (6' série), tome V. — l-'asc. IV, 1909. 47
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cet arc ; la fonction f{x) est donc nécessairement continue sur l'arc

(a, b), parce qu'elle est la somme de deux fonctions continues. On en

conclut que /(a;) est continue par exemple dans l'aire limitée par l'arc

(a, i) et par les deux rayons OA et OB, d'où résulte la proposition

qui était à démontrer.

19. Il s'agit maintenant de représenter les valeurs de la fonction

aux points singuliers d'ordre négatif situés sur le cercle de conver-

gence. Pour résoudre complètement ce problème, nous allons donner

trois théorèmes, correspondant aux deux théorèmes, sous leur forme

plus complète, de M. Hadamard et à celui de M. Borel.

Soit donnée la fonction

n = a

et soit son rayon de convergence égal à i

.

Si l'on a
lim a„= o,

la série ^ a„x" est convergente en chaque point d'ordre négatif du

cercle de convergence.

Soit, en effet, .i\, un tel point singulier. 'D'après le théorème fonda-

mental de M. Hadamard cité tout à l'heure, on peut écrire

n= n = n=

et il est permis de supposer que Tordre, 12,, de ^/>„.r" sur le cercle

entier est négatif.

D'après (4),
^oe\b„\

12,— I = hm sup.
log«

c'est-à-dire, pour n assez grand,
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OÙ £ est un nombre positif arbitraire, ce qui nous donne

log
I
è„

I
< (i2,- 1+ £) l0g« =; log/i" ~l+=;

par suite

I

^'„
I

< rfi,-'-*-'-.

Mais O, est un nombre négatif bien déterminé, £ arbitraire ; on peut

donc choisir z de façon que

£2i-t-£=:— Y) <0.
Cela posé, on a

de sorte que la série

*«l<;rT^'

est convergente dans tous les points du cercle de convergence, en par-

ticulier au point x',.

D'autre part, d'après le théorème de M. Hadamard, complété par

M. Fatou,

est une série convergente. En effet, par le théorème fondamental de

M. Hadamard cité plus haut, nous savons que la fonction représentée

par y c„.k" est holomorphe en tous les points de Tare (a, b), en particu-

lier en .f„, et

lini C„= lim {(?„ — bn) = O.

On a donc finalement

n=0 n=0 n=0

autrement dit, la série envisagée est la somme de deux séries conver-

gentes; donc elle est convergente aussi.

Réciproquement, si la série est convergente en un point du cercle

de rayon i

,

lira a,,= o.
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Donc, pour que la série soit convergente en chaque point singu-

lier d'ordre négatif du cercle de convergence, ilfaut et il suffit que

iim'a„= o.

Le théorème d'Abel nous assure enfin que c'est la -valeur de la fonc-

tion au point singulier d'ordre négatif qui est représentée parla somme
de la série.

20. Supposons maintenant que

(27) lim — = o.
/! = « n''

Nous démontrerons le théorème suivant :

Pour que la limite des moyennes arithmétiques d'ordre r existe

et représente la t^aleur de la fonction en chaque point d'ordre néga-

tif du cercle de convergence, il faut et il sujp,t que les coefficients

de la série ^ «n-c" satisfassent à la condition (27).

Soit, en effet, ,f„ un point singulier d'ordre négatif de la fonction

donnée _/'(x'). On peut toujours écrire

n=0 n=0 n=0

OÙ Tordre de la fonction représentée par V b^x" peut être supposé

négatif sur le cercle entier, car son ordre sur ce cercle diffère aussi

peu qu'on veut de l'ordre de f{x) sur un arc (a, b) contenant a;„ à

son intérieur ; d'autre part, la fonction représentée par ^ c„x"" est ho-

lomorphe en tous les points de l'arc (a, b).

D'où l'on peut conclure, comme auparavant, que la série

n=0

est convergente en chaque point du cercle de rayon i ; a fortiori, les

moyennes arithmétiques de s„ d'ordre quelconque ont une limite finie

bien déterminée pour un point quelconque du cercle.



ESSAI SUR LES SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 365

On en déduit immédiatement que

lim b„:= o

et

1 • c„
,

. a„— b,,
lini — = lim =: o.

Appliquons maintenant le deuxième théorème complété de M. Hada-

mard à la fonction représentée par^ c„a;" dont le point Xg est un point

régulier. On voit tout de suite que les moyennes arithmétiques d'ordre r

formées au point x„ ont une limite bien, déterminée. Par conséquent,

il en est de même des moyennes arithmétiques d'ordre /• formées pour

la série

2 an^â=2 *''^o +2 '^"'^"

Donc la limite

lim 5^''(a„, .r^)

existe. Enfin, d'après le théorème de M. Hôlder, généralisé par

M. Knopp ('), en cheminant à l'intérieur du cercle de convergence

vers le point x„ sans que le chemin soit tangent au cercle,

lim ^a„.c" = lim ^^''(rt„, a^o)

n =

si la limite du second membre existe. Donc la limite des moyennes

arithmétiques d'ordre r représente bien la valeur de la fonction en ce

point singulier a;„.

Enfin, on voit aisément que la condition (27) est nécessaire pour

que les moyennes arithmétiques d'ordre raient une limite en un point

d'ordre négatif du cercle de convergence. Le fait étant établi pour les

points réguliers, il suffit d'utiliser le théorème fondamental de M. Ha-

damard pour séparer la singularité au point considéré des singularités

d'ordre plus élevé de la fonction.

(') Knopp, loc. cit., p. 46.
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21. Prenons maintenant le cas le plus général où les coefficients ne
sont assujettis à aucune restriction. A l'aide de la sommation expo-
nentielle de M. Borel, nous allons démontrer le théorème suivant :

La limite généralisée des s„ existe et rcp/-ésente la valeur de la

fonction en chaque point d'ordre négatif du cercle de convergence.

La marche du raisonnement est identique à celle déjà suivie deux
fois. On écrit

/( .î^) =^ «„ J^"=2 /-'„x" -H2 c„ j;"

,

1=0 n=o n=o
où la série

est convergente en chaque point du cercle de convergence. Seulement
il faut montrer que les sommes exponentielles ont aussi une limite hien

déterminée en tous ces points et que cette limite est égale à la somme
de la série en ce point. Pour cela nous allons généraliser le théorème
de Cesàro pour les fonctions entières, étant donné que nous nous ser-

virons de cette généralisation plusieurs fois dans la suite.

Démontrons donc que,

^a„x" et ^6„.r"

étant deux fondions entières et

bn > o,

on a

(28) y^m"-^ = lim p.= k

2^b„x'^

n =

si la limite du second membre existe.

.Par hypothèse,

T^ = A + £„
On
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lim£„r:ro,

«„=: kbn 4- £„l>„

Il siiflll donc de démontrer le théorème pour A = o, car dans ce cas

lim

2'.".

Ad

lim "~
„ ^ lim| £„ |

:^ o.

Supposons donc que

£ étant donné d'avance, on peut trouver un indice N tel que

pour II >• N
£ ,

par suite,

2a„x"

<
^a,,^"

D autre part, nous pouvons prendre x assez grand pour que

X

yb.a
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car"N a„x" est un polynôme. Donc finalement

<£,

V6„x"

ce qu'il fallail démontrer,

22. Supposons maintenant que la limite

lim,ç„= lini («0-1- (7j J„-|-. . .+ of„a;^) = A

existe, et regardons l'expression

v^ a"

n=0

n =

Nous avons ici deux fonctions entières et nous pouvons appliquer le

théorème que nous venons de démontrer.

On a

r '"»! Alim =; A;

d'où il résulte que la limite généralisée existe et représente la valeur

(limite) de la fonction partout où la série est convergente; par suite, la

limite généralisée des s„ formée pour la fonction

au point .f„ existe et représente la valeur de cette fonction en ce point

sinsïulier.
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llegardons inainlciianl la fonction repiésenlée par

D'après le tliéorème de M. Borel cité plus liaul, la limite généralisée

des s„ existe et représente la valeur de la fonction en chaque point ré-

gulier du cercle de convergence, en particulier au point x„.

Enfin, on a identiquement

et la sommation exponentielle est une opération dislributive; donc la

limite généralisée des .y„ formée pour la série

existe et représente la valeur (limite) de la fonction /(':). Ce qu'

fallait démontrer.

§ VII. — Des points singuliers d'ordre négatif situés sur le poly-

gone de sommabilité et à l'origine des demi-droites exclues de
l'étoile de M. Mittag-Leffler.

25. Ceux des points singuliers d'ordre négatif qui ont la plus grande

importance sont les points critiques algébriques et les points critiques

à la fois algébriques et logarithmiques. Et ces points singuliers pçu-

vent fort bien se présenter en dehors du cercle de convergence. Le

problème se pose donc de représenter les valeurs de la fonction en ces

points singuliers.

Pour être cependant phis général, nous allons étendre la notion de

l'ordre d'un point singulier aux points singuliers situés en dehors du

cercle de convergence, et cela de telle façon que les points critiques

algébriques, y compris les pôles, et les points critiques à la fois algé-

briques et logarithmicjnes aient un ordre qui soit indépendant de leur

position.

Jouin. ,1e Mullt. H.' snic,. I..ii.r \. - l^i-c. 1\. n,.,,,. .\^
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Prenons un point singulier x^, l'origine d'une demi-droite exclue.

Nous dirons que eu est l'ordre de la fonction en ce point s'il y a une

fonction ©(a;) qui soit holomorphe dans le cercle de rayon
|
x-„

|
et dont

l'ordre sur ce cercle soit co + s, £ étant un nombre positif aussi petit

qu'on le veut et, de plus, la différence

/(^)-cp(^)=/,(^,)

étant holomorphe en ./,„.

Par exemjjle, l'ordre de la fonction

(^-,r„)«[los(,r-.r„)]P-t-/,(,i-)

en x-„ est — a, quel que soit le rayon do convergence du dével oppement

taylorien delà fonction /i(x') sous la seule condition que/, (.r) soit

holomorphe sur la ligne droite qui joint x^ au centre du dévelop-

pement taylorien de ft{x').

Prenons le centre de l'étoilepour l'origine des coordonnées. ( )n voit

aisément qu'en cheminant vers un point singulier d'ordre négatif, le

long du rayon O i„ ou, plus généralement, sur une bande assez étroite

parallèle à ce rayon et limitée par l'arc de la circonférence de

rayon
|
x,,

|,
ou sur cette circonférence même, la fonction tend vers une

valeur bien déterminée que nous nommerons la valeur de la foitclion

en ce point singulier.

24. 11 s'agit maintenant de chercher des développements qui repré-

sentent ces valeurs de la fonction donnée /{x).

Tout d'abord la sommation exponentielle de M. Borel nous donne

la proposition suivante, relative aux points singuliers d'ordre négatif

situés sur le polygone de sommabililé :

La limite généralisée des s„ existe et représente la valeur de la

fonction en chaque point singulier d'ordre nègatif du polygone de

somniabilité (sommets exclus).

En eil'et, le raisonnement dont nous nous sommes servis préci'-dem-

ment pour les points singuliers d'ordre négatif situés sur le cercle de

convergence s'applique presque sans modification dans le cas présent.

Soit, en effet, x^ un tel point singulier de /(./;) situé sur le polygone
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de sommabilité. D'après la définition du point singulier d'ordre négatif,

on peut écrire

f(x) = <f{x)+f,{.r),

OÙ le rayon de convergence de 9 (a;) est
|
x„

|
; donc le point x„ est sur

le cercle de convergence de ^(x'), et l'ordre de i>(^x) sur ce cercle

entier peut être supposé négatif. D'où il résulte que la série qui repré-

sente <p("C) converge en les tous points de ce cercle, en particulier au

point x„^ et, d'après le théorème de (^esàro généralisé aux fonctions

entières, la limite généralisée des s„ formée en x„ existe et représente

la valeur limite de <f(x).

D'autre part, si le point Xq ne coïncide pas avec un des sommets du

polygone, le polygone de sommabilité de /, (x) comprendra a;„ à son

intérieur. Par suite, d'après le théorème de M. Borel, la limite géné-

ralisée des .s„ formée en x^ par rapport à la fonction /,(x) existe et

représente la valeur /", (xo).

Mais la sommation exponentielle est une opération distributive;

donc la somme exponentielle de /{x) est la somme des sommes expo-

nentielles deo(.x) et de /", ( x). D'où l'on conclut que la limite généra-

lisée de f(x) formée en x„ existe et représente la valeur de la fonc-

tion y(./;) en ce point singulier.

26. Passons maintenant aux points singuliers d'ordre négatif situés

sur l'étoile principale de M. Mittag-Leffler. Pour représenter les valeurs

de la fonction en ces points, nous nous servirons du développement

suivant donné par M. Lindelôf (
'

).

Soit donnée une fonction analytique (pielconque par son développe-

ment taylorien

et formons les fonctions entières

(') E. Lindelôf, Calcul des résidus. 190.5, p. i23.
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oùa^o. M. Liiidelcif démontre qu'en tous les points situés à rinti-rieur

(le l'étoile

]iml-„{.r) =/{.>).

et ijiie les fonctions entières F„( r ) converj^ent uniformément vers la

fonction /(.1-) dans une aire quelconque intérieure à l'étoile, (l'est le

théorème déjà classique de M. Millag-Leftler sur la représentation des

fonctions analytiques sous une forme très simple.

Soit maintenant ./•„ un point singulier d'ordre négatif, situé à l'ori-

gine d'une demi-droite exclue. D'après la définition de ces points sin-

guliers,

_/( a')=y a„x" = /, ( .i' ) -^ /. ( ,r ) = "V /,„ ,r" -+- 'V c„.r"

.

oi' /)('') est holomorphe à l'intérieur du cercle de rayon |.'„| et où

l'étoile de/o( ') contient à son intérieur le point ./„. Donc

(39) lim I';,- ( j-,)) = c„-|- liin '^ c„ / — \ =/i{-r„).

Démontrons (pie de même

Il m \-,y{.r„) = /;„-H lim V /jj £^ \"=/,(.r„).

en désignant par /',(.(„ ) la valeur de la fonction /,{') au point sin-

gulier ./„.

\ous savons que /",(./;) est d'ordre négatif sur le cercle de rayon [r^l

(pie nous [)ouvons supposer l'unité [)()ur le moment. Par suite

c'est-à-dire la série

est convergente, et pour un z donné arbitrairement on peut trouver un

indice k tel que

1

6,,.
I

-h
I

A,-., !+...<'.
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donc on a finalement pour a assez grand

l/.(^»)-F;,"(^„)|<£.

c'est-à-dire

limF:,"(;r„)=/,(x„)-,

enfin on a

Fa(.r„) = F„' (j.-„) + F;,2'(.r„);

d'où il résulte que

lim F„(.r„) =:/,(j7„) + /, (a-o) -—/(a;,),

en désignant par ,/(j-„) la valeur que prend la fonction /(x) en che-

minant vers Xg. Donc :

Les valeurs des fonctions entières ¥^(^x), prises en un point sin-

gulier d'ordre négatif de l'étoile, tendent vers la valeur en ce point

de la fonction f{-v) représentée par ces fonctions entières.

Par ce résultat, le problème de la représentation de la fonction en

ces points singuliers est complètement résolu. Mais remarquons encore

que cette représentation peut être effectuée par beaucoup d'autres dé-

veloppements. Par exemple, les autres représentations des fonctions

analytiques par des fonctions entières appropriées données par M. Lin-

delôf (
'

) la permettent aussi. Ou bien tout un genre de développements

des fonctions analytiques donné par M. Mittag-Leffler (-) rend

possible encore cette représentation.

(')LiNDELÔF, Une application de fa théorie des résidus aa prolongement

analytique {Comptes rendus, t. GXWV, 1903).

(-) Nous nous en occuperons tout spécialement à la fin du troisième Chapitre.
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CHAPITRE III.

SUR LES POLES ET LES POINTS CRITIQUES ALGÉBRIQUES.

§ VIII. Étude des pôles sur le cercle de convergence
à l'aide .des moyennes arithmétiques.

26. Après l'étude des points singuliers d'ordre négatif, cassons

maintenant à l'étude des points singuliers d'ordre positif. P.'.rmi ces

points singuliers, les plus simples et en même temps les plus impor-

tants sont les pôles et les poinls critiques algébriques. Pour commencer,

nous les étudierons sur le cercle de convergence, et ensuite nous envi-

sagerons les pôles et les points critiques situés en dehors de ce cercle.

M. Darboux et après lui M. Hadamard (') ont établi des relations

très importantes entre ces singularités situées sur le cercle de conver-

gence et la croissance des modules des coefficients. Nous citerons le

théorème de M. Hadamard comme le plus général.

Soit donnée la fonction

/(-*') ='2 ""•^"*

Supposons, pour plus de simplicité, que le rayon de convergence

de la série de Taylor soit l'unité. Et soit x,, un pôle d'ordre k de /(.v),

c'est-à-dire soit

'J

où /, (x) est holomorphe en ./.•(,.

Le théorème de M. Hadamard dans notre terminologie s'énonce

comme il suit :

(
'

) Thèse, p. 83.
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Si l'ordre de la fonction /(x) sur le cercle de convergence est co,

,çi;"-*-i+s' _ r(w -/,+£)
r((... + £)

H/.- (î>o).

c'est-à-dire les moyennes arithmétiques d'ordre w — k— i -I- £ per-

mettent déjà de calculer le coefficient B/,. En retranchant de la fonc-

tion /(') le terme
L5;,

on obtient une fonction dont l'ordre sur le cercle de convergence sera

au plus co; donc le même théorème, c'esl-à-dirc les moyennes arithmé-

tiques d'ordre oi — k — i-he, u)-ht — k, . .
.

, oj -t- î — 2, permettent

de calculer successivement tous les coefficients de la partie principale

et de caractériser ainsi complètement la singularité en question.

27. On peut compléter ce ihéorèmc de la même manière que

M. Fatou a complété le théorème de M. Hadamard relatif aux points

l'éguliers du cercle de convergence cité dans le deuxième Chapitre.

Nous allons démontrer en effet que la co/n/i/io/i

( ûi ) lini — ^ o
„ = «"'

r'sf nécessaire el suffisante pour que

(32) lun
,

=: n Dl..

Et la condition ( 3i) peut être remplie par une fonction dont Tordre

sur le cercle de convergence est ?-l- i, par exenqjle pour la fonction

représentée par

J^ I o g //

Donc, dans ce cas, d'après le théorème de M. Hadamard, pour cal-

culer U/,-, il faut prendre les moyennes arithmétiques d'ordre /• — A" -f- £,

tandis (pi'en vérité les moyennes arithmétiques d'ordre / — k suffisent

déjà pour atteindre le même but. On voit donc qui! fallait compléter
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rononcé du théort'nio pour arriver à uno conditiou ;i la l'ois uéressaire

el suffisante.

Au point de vue théorique, cela nous inoulre clairciiicut que les sin-

gularités d'ordre plus élevé se font sentir plus tôt, cesl-à-dire dans des

moyennes arithmétiques d'ordre inférieur, que les singularités dont

l'ordre est moins élevé ou même (jue lés points réguliers où la déter-

mination de l'allure de la fonction exige l'emploi des moyennes arith-

métiques d'ordre /. Cela s'explique par le fait que les moyennes arith-

métiques sont déterminées par les coefficients et les coefficients par les

singularités et que les . singularités d'ordre supérieur ont une plus

grande influence sur la formation des coefficients.

Démontrons d'abord l'égalité (32) en supposant que les coefficients

satisfassent à la condition (3i ). On peut supposer, sans restreindre la

généralité, que .r„ = i. Alors nous pouvons écrire

f{œ) = B,.V B;f' x" + B/,_,V Wt'x" + ... + B,2 a-' +V b„x\

OÙ les B,'' sont les coefficients binomiaux.

Occupons-nous tout d'abord de la fonction représentée par ^Z>„x".

Evidemment
A„= r7„-[B,,B,/''-(-...-HB,].

Mais on sait que

lim —^. = Ti
—-

„=„Ai'-» r(0

et r'^h — \. car autrement la fonction ne pourrait pas avoir un pôle

d'ordre k sur le cercle de con.vergence. Donc

Ilm — =^ o,

et la fonction est holomorphe au point i

.

Par suite, d'après le deuxième théorème de M. Hadainard, sous sa

forme complétée, se rattachant aux points réguliers du cercle de conver-

gence, les moyennes arithmétiques d'ordre /• des

s-;; = 60 -!- ^] H- • • + ^n

ont une limite bien déterminée qui est égale kffd).

Jouni de Malh. Mi' ïrrie ). tome \. — Fasc. IV, iç,or|. 4*)



378 p. DIENES.

C'est-à-dire

ce que nous pouvons écrire sous la forme

S"""'
(33) lim -!i-~ =a.

Mais, d'après la définition des S^", d'une part

n =0
par suite

[S'/-"-HS','-"-f-... + s;;-"]x",
(i_.r)' 1 — j-

d'autre part

d'où il résulte que

s;/' = s;,'-" + S'/-" -I- . . . + S','-".

Donc (33) peut s'écrire

s';"-"+ s","-"-h...^hS';,"-»'hm ; !! =z a,

c'est-à-dire

s;"-"^ S",'-"-!-. . . + S';;'-"= (a + £„)«'•,

où
lim £„ := o.

D'où l'on tire

donc

s'r-" =«[«'- (/î -!)'•] + «'• [s,, -(^)%„_,],

lim -2
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car

«'•—(« — !)' .

lim ^1 — lim
/! = « n'' „ = »

Nous avons donc

lim — = o.
„_„ n

Répétons k fois le même raisonnement et nous avons

(34)
'

lim "
1^

=; o.

Passons maintenant à la partie principale.

On voit aisément que

S'„''^'''= B/, Bi;+ " + B/,_, b;; + . . . + B , B',;-*^^ '

;

donc, étant données les propriétés des coefficients I)inoniiaux,

Par conséc|uent,

{ 3o

)

lim
,
— lim \[r— A -h i

——; j = —^^— B/,.

Mais enfin

donc, en ajoutant (34) et (35'), on obtient

«r'" r(/--/. + i) p
„ = » «' l(r-rl)

ce qu'il fallait démontrer.

Réciproquement, si les moyennes arithmétiques d'ordre /• — k per-

mettent de calculer de cette manière le coefficient B;;. de la partie prin-

cipale, les coefficients a„ satisfont à la condition (3i). Cela se voit

immédiatement si /• est un entier, car alors le raisormement qui nous

a conduit à l'équation (34) répété /-fois donne justement (3i). Dans
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le cas où /• n'est pas entier, on peut se servir duii théorème de

M. Knopp ( ') qni permet d'atteindre facilement l'équation ( 3i).

Oii pourrait proposer de compléter de la même façon le théorème

de xM. Hadamard relatif nii\ points critiques alt^ébriques. Il faudrait

établir pour cela quelques lemmes concernant les moyennes arithmé-

tiques d'ordre fractionnaire. Mais nous donnerons dans la suite une

relation beaucoup plus générale relative à ces points singuliers à l'aide

de la sommation exponentielle, de sorte que nous nous contenterons

de cette généralisation faite pour les pôles.

§ IX. — Étude des pôles sur le polygone de sommabilité
à l'aide de la sommation exponentielle de M. Borel.

28. Le théorème (32) démontré précédemment ne satisfait pas

encore à toutes nos exigences concernant la relation entre la singularité

en un point et les propriétés limites des coefficients ou celles des ex-

pressions construites à l'aide des coefficients. En effet, les coefficients

ne peuvent pas être quelconques; ils sont assujettis à la condition (3i)

et l'on peut voir aisément que les moyennes arithmétiques d'ordre

quelconque ne sont pas propres à donner dételles relations sans aucune

restriction aux coefficients. En effet, comme nous l'avons remarqué

déjà, d'après la loi de leur formation,

Si;r=s„'--"-i-s>'-"-t-...-i-Si;-' .

D'où il résulte que si [)our un p et un /•, d'ailleurs quelconcpies,

on a

s''
Uni -"- ^= o.

ce qui arrive nécessairement si l'on envisage par evemple les pùles, les

points critiques algébriques ou les points critiques logarithmi(jues,

c'est-à-dire si l'on a
S'/'

lini =0.
„-^ II' ' I'

(') Knoi'P, Eiiic it(it\\cii(lii;r niiil hiniciclicnilr Koincrgcnzlicdingiini

{ Itcndiconli di PalrinKi. t. \\\'. i<)o8).
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OU, ce qui revient au inouïe.

hin —7- = o.

/! = « "

OÙ k est un entier plus grand que >'-+- p, on en peut toujours conclure

que

Iim r- =^ o,

et ainsi de suite jusqu'à

• "num —T = o.

Donc les coefficients a„ sont assujettis à une condition toute sem-

blable à(3i).

29. La méthode qui nous a déjà permis, dans le cas des points sin-

guliers d'ordre négatif, d'obtenir des relations entre les coefficients et

les singularités sans aucune restriction aux coefficients, c'est-à-dire

denvisager la singularité de la fonction donnée en un point indépen-

damment des autres singularités de la même fonction, était la méthode

de sommation exponentielle de M. Borel. En outre, comme nous

l'avons vu, la portée de cette méthode dépasse le cercle de conver-

gence, de sorte qu'elle permet d'envisager les singularités situées sur

le polygone de sommabililé.

C'est donc cette méthode dont nous allons nous servir pour caracté-

riser les pôles situés sur le cercle de convergence ou plus généralement

sur le polygone de sommabililé dans le cas des coefficients (juel-

conques.

Soit donc donnée la fonction

/(.C)r=^a„.i-''.

par une série de Taylor à rayon de convergence fini, non nul.

Soit Xf, un pôle d'ordre k de cette fonction situé sur le polygone de

sommabilité (sommets exclus ). On a par conséquent

(36, /(x)=—ïi—+—i%i-^+...+ -!^: +/,...).

i-iî (-0
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OÙ la fonction

/,(.r)=V ft„j;«

est déjà holomorphe en x„ et ce point est à l'intérieur du polygone de

sommabilité de /, (.t).

En effet, par hypothèse, ù\ est sur un côté du polygone de somma-

bilité de f{x) et non sur un sommet; donc il y a deux lignes coupant

ce côté et déterminant ainsi un segment qui contient le point ./.„ et qui

n'est plus rencontré par aucune ligne. Si l'on supprime le pôle, on

supprime ce segment, car, pour construire le polygone nouveau, il faut

tracer les mêmes lignes, sauf la ligne qui dérive du pôle supprimé et

qui contient ce segment. Donc le segment entier, par suite aussi le

point ./;„, tombe à Tinlérieur du polygone de sommabilité de/, (x).

Donc, d'après le théorème de M. Borel, on a

(87) limS'(a) = lim ^^ ^/il-T»),
,( = •= „ = » -^ a"

en désignant par .î„

s'„ := 60 H- 6, J-„+ . . . + bn J'o

•

50. Formons maintenant les sommes exponentielles S,(a) en j;„

relatives à la fonction

(-0
On sait que les s„ de cette fonction au point ^0 sont

( // -i- n { /i + i' — I ) . . . < // + 1 )

donc

V („ _^j)(„4-j_,)...(„ + ,)|L.

Sdo)="-^ .
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Mais on voit aisément que

2^ (« + 0{» +' — ')••(" +i)^ = ^(a'e''),

de sorte que

Dans l'expression

il y a un nombre fini de ternies qui, tous, contiennent c" comme fac-

teur, et le multiplicateur de c" est un polynôme de degré i en a, où le

terme de degré /est a'.

D'où il résulte

,oa\ • S,(rt) I

(oo) lim : = ^T-

Formons maintenant la somme exponentielle de /(a-). D'après (36),

si l'on désigne cette somme par S(a\

S(«) = B/,S/,(a)-H B<_, S/,_,(«) -t-. . .-t-BiS,(a) + S'(a).

D'après (38), pour / < />,

,. S,(«)
liin —V-^ = o.

et, pour i = A",

D'autre part, d'après (3^),

Doii Von conclut que

t)

C'est la relation cherchée. On voit donc que la somme exponen-

lun j— = —

.

lin.^
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lielle permet de calculer, dans le cas où les coefficients sont quel-

conques, les coefficients de la partie principale.

En effet, après avoir calculé B^, par la formule (39), on retranche de

/"(.?;) la quantité
B,

et l'on applique de nouveau le théorème aux pôles d'ordre A" — i, et

ainsi de suite.

Remarquons encore que le raisonnement suhsiste entièrement si la

fonction /,(') n'est pas holomorphe en x^, mais y est d'ordre

négatif.

"En effet, nous avons démontré qu'en un tel point situé sur le poly-

gone de sommabilité la limite généralisée existe (p. G5), c'est-à-dire

qu'on a toujours
lirnS'(rO=/,(^„),

par suite

,. S'(a)
lim -,— = o,

et c'est cette équation dont nous nous sommes servis pour démontrer

la relation (Sg).

Cette remarque nous sera utile dans l'étude des points critiques

algébriques situés sur le polygone de sommabilité.

i; X. — Etude des pôles à l'aide des sommations exponentielles

généralisées de M. Hanni et de celles de M. Borel.

51. La relation trouvée entre les pcMes et la somme exponentielle

est absolument générale en ce qui concerne les coefficients de la série

de Taylor donnée d'avance. Mais elle ne s'applique pas aux pôles

situés en dehors du polygone de sommabilité, et cela est bien naturel,

étant donné que la somme exponentielle formée en un point à l'exté-

rieur du polygone n'a pas de limite, même si le point envisagé est un

point régulier de la fonction. En particulier, la somme exponentielle

peut devenir infinie sans qu'on en puisse conclure qu'il en est de même
pour la fonction /"(./•).

Il est donc indispensable, pour pousser plus loin nos recherches, de
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recourir au.v développements de la fonction donnée /'(.') (|iii repré-

sentent cette fonction dans un domaine plus étendu (jue le polygone

de sommabilité ou, en à"autres termes, dont le domaine de sommabi-

lilé dépasse celui de la sommation exponentielle.

Mais il y a une remarque à faire.

Les développements dont les domaines de sommabilité sont de plus

en plus larges deviennent en même temps de plus en plus compliqués.

En efTet, si je me donne au hasard un développement quelconque

de M. Mittag-Leffler qui représente la fonction /(.r) par une suite de

polynômes, il est presque impossible de calculer par exemple les va-

leurs de ces polynômes en un pôle pour déterminer le degré d'inflni-

lude du développement en ce point. Ou bien, ce qui est beaucoup plus

important encore au point de vue théorique, je peux supprimer ou

intercaler une infinité de polynômes de la suite et modifier ainsi arbi-

trairement le degré d'infinitude du développement sans changer le ca-

ractère de la représentation.

Par suite, il ne nous semble pas inutile d'envisager aussi les dévelop-

pements qui, tout en ayant un domaine de sommabilité moins étendu

que l'étoile, sont assez simples pour permettre d'obtenir des résultats

précis et simples.

52. Telleestpar exemple la généralisation qu'a donné M. Hanni (')

de la méthode de sommation exponentielle exposée plus haut.

Posons

B,(a) = S(a) = ^^^-^^^ ,

^-1 a"

2^-(")S
]i,_[a)-^-"-^m

(') Ha>m, Uehcr clic llczieliaiif,' zwisclien dcr Druslelluiii;, clc. {Acla ma-
lltcmalici, t. XXIX, 1905).

Jourii. de Math. (S' série), tome V. — Fasc. IV. iqoi|. -^'(^
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et

iB,....(.)S

M. Hanni a déterminé les domaines de sommabilité de ces dévelop-

pements, et il a trouvé que, dans des cas assez étendus, ces domaines

dépassent le polygone de sommabilité sans atteindre, en général,

l'étoile.

Soit maintenant ./„ un pôle d'ordre A', et supposons que le domaine

de sommabilité de B^'''(a) construit pour la fonction

contienne x^ à son intérieur, c'est-à-dire qu'on ait

(4o) lim^B'('')(«)=/i(^-o)-

Déterminons maintenant l'ordre de grandeur pour a = =o de B^'(a)

construit en x„ pour

Tout d'abord, d'après (Sg), nous savons que

Iim y~ = jj-
„ - « a A :

Calculons B^' («). Etant donné que

(n -h A) (« H- A- — I) . . . (// +1)
'"

^!
'

Bi' («) = Çf ^(a*e-)=^PA(«;

OÙ li*k{(t) est un polynôme dont le terme de degré maximum est a"
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Donc

vp/.^");

Bi^'(«):

et, d'après le théorème de Cesàro généralisé pour les fonctions entières,

lim

car

hm , ' ; = I,

„ = » ( « •+• A- ) . . . ( /( -h 1 )

d'où il résulte que

B;? («) I

lim
-f-^

=3 —

.

,

Le même raisonnement s'applique pour / quelconque. D'où l'on

conclut que (/|o) peut s'écrire

lun
j
W\a) - [B, B)r(«) +. . . + B, Bi'''(a)] j

=/,(.r„),

où B''"'(«) signifie la/-'"'"® somme exponentielle formée pour /{xY En
divisant par a*, on obtient

,, . y BW(«) B,.

Po7' conséquent, les sommes exponentielles généralisées de

M. Hanni ont la même relation simple avec les pôles que la somme
exponentielle même de M. Borel.

35. Passons maintenant aux sommes exponentielles généralisées

par M. Borel ( '). Cette généralisation est caractérisée par le fait qu'au

(') Borel, Sur tes séries diirr^'entes, 1901, p. 129.
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lieu de e" on emploie pour fonclion soiiiinatrice r"'; en d'autres termes,

on forme les moyennes

Va''"
S('-A«)=-

V'?Z

et l'on envisage la limite de cette expression pour a = ao, /• étant un

entier positif.

M. Borel démontre qu'en général le domaine de sommabilité de ces

sommes exponentielles généralisées dépasse beaucoup le polygone de

sommabilité. Par exemple, si la fonction /'(.r) n'a qu'un nombre limité

de points singuliers dans toute aire finie, la méthode exponentielle gé-

néralisée permet de calculer la valeur de la fonction en un point régu-

lier aussi voisin qu'on veut d'un point quelconque du plan complexe.

Il est donc bien naturel d'étendre nos résultats à cett(> méthode de

sommation si efficace et en même temps si simple.

Soit *•„ un pôle d'ordre k, et supposons que le domaine de somma-

bilité de S''" (a), construit pour la fonction

./,(.r) r=. /•(,,)-
H,,

^r

contienne ,/•„ à son intérieur; eu d'autres termes, soit

(42) Jmi S'"-'(«)=/,( -no-

D'autre pari, on sait cpie les .y„ de

sont

{ /i -1- /.)(« + /, — I ,...(« -1- I )'«=
Tl

'

de sorte (jue la somme exponentielle d'ordre ;• de ce terme prin-
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cipal est

V {^rn -h k){r/i + /. — i). . . {m + i ) —j-

sr(«) = =^^^^ .—-——— •

Par conséquent, comme auparavant,

Si ['on efTeclue maintenant la différentiation indiquée, on obtient

un nombre fini de termes qui contiennent r"' comme facteur et l'on

voit aisément que le dernier est multiplié par un polynôme de degré /Vi,

de sorte que
r\./.-(«)

S,'-(fl)
./>!

On détermine ensuite facilement le coefficient du terme de degré 77i;

ce calcul donne

Donc, pour i •< A,

^r,Ao) _ ,.

lim -^, —

et, pour i = A-,

i:. Sk:(«).
/"i- «''• ~ /.!

Désignons enfin par S''''(a)'lasomme exponentielle d'ordre / formée

pour/(x). Avec cette notation, (42) nous donne

lim
;
S<^'(r/) - [B/.Si'- («) -t- I5;_,S,':, (a) +. . .-+- B,S','' («)] |

=r/,(j,-„).

D'où il suit immédiatement que

(43) lim
S"-' (a) _ B^
/•'••«'''• ~ kl'

Par conséquent, les somnifs exponentielles généralisées de

M. Borel sont en relation simple avec les pôles, et cette relation
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ressemble beaucoup à celle donnée par la méthode exponentielle

qui a pour fonction sojn?natrice e"

.

RiMiiarquons qu'ici le degré d'infinitudc des sommes envisagées n'est

plus égal au degré du pôle. On voit dans quelle mesure l'emploi de la

fonction exponentielle elle-même rend possible d'obtenir des résultats

à la fois généraux et simples. Si l'on prend pour fonction sommatrice

des fonctions plus compliquées que e" malgré qu'elles s'en approchent

dans leur formation, les résultats deviendront aussi de plus en plus

compliqués. Cela ressortira mieux encore en nous servant du dévelop-

pement de M. Mittag-Leffler.

§ XI. — Étude des pôles à l'aide de la représentation des fonctions

analytiques donnée par M. Mittag-Leffler.

34. Remarquons tout d'abord que, théoriquement, le théorème

déjà classique de M. Mittag-Leffler sur la représentation d'une fonc-

tion analytique par une suite de polynômes ou, plus généralement,

par une suite de fonctions entières, permet d'étudier les points singu-

liers situés sur la frontière de l'étoile principale, car il nous donne les

valeurs de la fonction dans des points réguliers qui tendent vers ces

points. Et, de plus, les fonctions Pa{^) qui, pour a= co, s'approchent

indéfiniment de la fonction analytique donnée f(j;), sont des poly-

nômes ou des fonctions entières de x; par conséquent, chacune de ces

fonctions a une valeur bien déterminée dans tous les points du plan

complexe.

En un point .r„, situé à l'intérieur de l'étoile, nous avons, d'après le

théorème de M. Mittag-Leffler,

lim Fa{^o) = f{^o)-

Soit maintenant X(, un point singulier situé sur la frontière de l'étoile

ou, plus particulièrement, soit .r„ l'origine d'une demi-droite exclue.

Un problème général se pose :

Quelles relations existent entre la suite

(44) ji^miF,(^-J

et la structure de la singularité au point x^l
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ÎNous avons vu dans le deuxième Chapitre que, si le point .c\ (isl un

point singulier d'ordre négatif et si l'on prend par exemple la repré-

sentation des fonctions analytiques donnée par M. Lindelôf, la suite (44)

a une limite bien déterminée, et cette limite est la valeur vers laquelle

tend la fonction en cheminant vers le point singulier j:„. Ce que nous

pouvons écrire

Uni Fa(ar„) = lim /(j:),

et cetle relation est, en quelque sorte, l'e.vtension à l'étoile d'un théo-

rème d'Ahcl.

Supposons maintenant que Xg soit un pôle de la fonction f\x).
Est-ce qu'en choisissant une représentation déterminée, la croissance

de la suite (44) est en rapport avec la croissance de la fonction au voi-

sinage du point .r„, et, de plus, est-ce qu'elle permet de déterminer les

coefficients de la partie principale, c'est-à-dire de caractériser com-

plètement la singularité?

Nous allons voir que la réponse est affirmative.

5o. Pour cela, exposons brièvement la représentation d'une fonction

analytique par une suite de fonctions entières donnée par M. Mitlag-

Leffler dans sa cinquième Note (' ).

Soit

E(^-)=2 01.,.X"

une fonclion enlière satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1° E(./;) a pour limite o quand ./.• tend vers l'inlini le long d'un vec-

teur quelconque autre que Taxe réel positif, tandis qu'elle est positive

et tend vers l'infini quand x tend vers l'inlini le long de l'axe réel

positif.

2° w étant positif,

(') Mittag-Lefflek, Sur la lepréscnlation d'une branche uniforme d'une

fonction monogène (5' Noie) (Acta malhemalica, l. XXIX, igoS, p. i~i).
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d'une manière uniforme, tant que x appartient à un domaine fini

situé en dehors de la partie de l'axe réel compris entre a; = i et -H 00.

Spit/A(.r) la branche à(tf{x) définie par l'équation

/A(.r-) =2 ''"'"

dans le cercle de convergence de la série et par le prolongement ana-

lytique de ^^ttnX" à l'intérieur de l'étoile.

Soit enfin

5„ =r «„ -1- (7, ,r + . . . + a„ x"

.

D'après le théorème de M. Mittag-Leffler,

(46) /A(x) = liin '1^ = lim M(«).-

7 a„a"

On peut considérer ce résultat comme la généralisation de la mé
thode exponentielle de M. Borel où l'on emploie pour fonction som-

malrice, au lieu de r", la fonction entière E(«)-

Pour fonction sommatrice, on peut prendre par exemple la fonction

entière

étudiée par M. Lindelof.

56. Nous allons démontrer en effet qu'une fonction entière E(«)
ayant tous ses coefficients positifs et tendant uniformément vers o

avec - dans l'angle

(4-8) e^9£27r — s,

quekfue petit que soit £, satisfait toujours à la deuxième condilion

(elle satisfait évidemment à la première).

Soit donné en effet un domaine fini A, de .f, situé en dehors de la
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partie de l'axe réel compris outre .i = i et + co. On peut toujours

tracer un cercle de rayon sunisauiinent grand, en particulier plus grand

que Tunilé. pour que le domaine entier soit intérieur à ce cercle.

Entourons d'autre part le segment i —h ^o d'une bande assez étroite

AA'B'B, de façon que le domaine donné soit à l'extérieur de cette

bande.

Partageons A en deux parties : l'une A, extérieure à l'angle AOB,
l'autre A., intérieure à A' OB'.

Par hypothèse, en choisissant t plus petit que l'angle AOB, d'après

lim E('j)a-) =: o

d'une manière uniforme, quand .r varie dans A,, car avec .v la quan-

tité Lox est aussi extérieure à l'angle AOB. A fortiori

- E((,j.r)

tend uniformément vers o pour co = -i-co dans toute aire finie exté-

rieure à l'angle AOB, en particulier dans le domaine A,.

Envisageons maintenant A., c'est-à-dire la partie de A qui est située

dans l'aire limitée par OA', OB' et par l'arc du cercle A'B'.

Le plus grand module de x dans Ao est le module de A' (ou celui

de B'), de sorte que dans ce domaine

\x\<QK—b<\.
Jouin. de Malh. (G" série), lonic V. — Kasc. IV, i!,oi|. ^^
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D'où il résulte que
|E(w.r)|<E(w6),

car les coefficients de E(x) sont positifs.

Ou encore
|E(w.r)| ^^{'.>b)

E(m) E(w)

pour un X quelconque pris dans A.,.

Appliquons maintenant le théorème de Cesàro, généralisé pour les

fonctions entières, aux deux fonctions

E ( CO ft ) :=^ !X„b"(,i"-

et

On obtient

E(w) = ^ ot„ fjj".

E((,)b) ,. <x„b"
lim -=T =iim = 0,
„,-„ E(w) „_„ «„

car b <^\

.

D'où l'on conclut que
,. . E(wa;)

»=„ E(u)

d'une manière uniforme dans l'aire A' OB'.

Kn joignant les résultats qui concernent les aires A, et Ao, on voit

que la fonction entière E(a) remplit bien la condition (45); donc elle

peut servir comme fonction sommatrice dans le théorème indiqué de

M. Mittag-Leffler.

Par exemple, M. Lindelôf a démontré que la fonction entière (47)

tend uniformément vers zéro dans tout angle satisfaisant à la condi-

tion (48). Par suite, d'après le raisonnement précédent, cette fonction

entière peut être employée vraiment comme fonction sommatrice.

Cela nous assure que les conditions exigées par le raisonnement ne

sont pas contradictoires et qu'il y a bien des fonctions entières rem-

plissant nos conditions.

37. Cela posé, supposons que Xq soit un pôle d'ordre A', situé à l'ori-
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gine d'une demi-droite exclue, de la fonction analytique définie par

et représentée à l'intérieur de son étoile principale par

^.ç„(j7)a„«''

/(.r) = litn ==limM(rt)

Par hypothèse, la différence

B,
A{j-)=A-^')-

.(-.0
=V 6„a.«

est une fonction holoniorphe en x„ et son étoile principale contient ce

point à s;on intérieur.

Par suite, si l'on pose

on a

(49)

> s„oi„ar"

lira M'(a) = lim ^^ =/,(a;o).

2 CCn^"

Calculons maintenant la somme correspondante M/,.(«) formée au

point Xg pour la fonction "

On obtient, comme auparavant,

V(„4. X)(« -t-X -!)...(« H- i)5(„a« i^r^Ajr/^
„ ^ „

c/a''

~
X-! E(a)

/, !
V 3t„ a"
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Effectuons la diflërentiation; lunis aurons des termes

C, «'•-' Ri'--') («),

OÙ i prend les valeurs o, i, . . ., A-.

Le terme i — o est plus grand que tous les autres. En effet,

£(*—>(«) =:V („ -,_ A- — (« + /. — (• - I) . . . (« -H I) a„_^.^._,«»,

c'est-à-dire

D'autre part,

rt* EC')
( rt ) =y {n^ /,)... {n + i) «„+/, «" + /•,

de sorte que, d'après le théorème de Cesàro,

a'--'m~'^(a) _ (" + /0...(/'4-/+i)^„,,
1 1 ni . .^ .

,

— 1 1 ni — o

.

„ = » n''\<J''\a) „=_-«(«-+-/.)•(" + ( + 1 ).-(" 4-1)5!,,^^/,

En remanjuant encore que fj = i, nous pouvons donc écrire

& I

'''' E
(
«^

) J = «'• K"'
' ( ^' ) [ • + î/, (

o
) I

.

OÙ
lim £/,. (rt) =r o.

58. Ecrivons maintenant l'équation ('19) d'une manière e\plicite

li.n iM'(M) = lim [\I(« ) — 1^^. M;, (r, )_..._ B, M, (fl )] —fi {.i\ ),

et rempla(,'ons les sommes M,(a) par leurs valeurs trouvées précédem-
ment

-H
(/-'):k{/')

.|«E")('

i!K{«)

B,«E(')(rt)
,

, , N - , ,
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avec
lim Yl(rt) ::= O.

Mais le raisoiiiieiiienl [)réccdent nous donne

B^.a''E('''(«) B/,_,a'-' £('•-')(«) H,rtE<"(a

A- ! ( /. - I ) ! I !

=
^.,

[i + -Oi(fO]-

OÙ
lim r),(rt) = o,

de sorte qu'on peut écrire

(5o) limjM(a)-i^i||-|J^[. + c(a)]j = /,(,r„),

et Ion démontre aisément que

(5i) lim
E{«)

Posons enfin
Et<)(a) _
E(r,) - //,(«),

où les fonctions /k(a) sont déterminées par la fonction sommatrice

indépendamment de la fonction /(r), et divisons les deux membres

de l'égalité (5o) par a*/A(c/).

D'après ( )i), le second membre tend vers zéro pour a =: yz. D'où

l'on conclut que

M(a) _ B,,
(Sa) lim

a''A {a) /,-!

Et cesl la rclalioii générale eiilrc les pôles et les sommes générales

de M. Mlltag-Leffler. Ces sommes M (a) sont déterminées par les

coefficients a„ de la série de Taylor qui définit la fonction /"(.c); de

sorte que l'équation (js) nous donne la relation générale entre les

pôles situés sur l'étoile (à l'origine des demi-droites exclues) et les

coefficients du développement taylorien donné d'avance.

Ou bien, îM(a), pour a = ic, étant la valeur au point .»„ des fonc-

tions entières Fa(x)qui s'approchent indéfiniment de la fonction /(./)
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à l'étoile, (02) peut s'écrire

lim
V„(a-„) __B,,

Donc la suite

(44) limF,(.j'„),

formée en un pôle, est en rapport direct avec la nature de la singula-

rité envisagée. Elle nous décèle le degré du pôle et permet de déter-

miner successivement les coefficients B/j de la partie principale, donc

de caractériser complètement la singularité en question.

Si l'on emploie pour fonction sommatrice la fonction Ep(a) de

M. Lindelôf, on peut voir aisément que

donc le degré d'infinitude delà suite (44); lout en déterminant celui

de la fonction, le dépasse, car en x„ la fonction devient infinie d'ordre A'.

Remarquons enfin que, comme nous l'avons vu, c'est l'analogie

complète du développement de M. Mittag-Leffler avec la somme

exponentielle de M. Borel qui a rendu possible la démonstration du

théorèmo ( 52).

§ XII. — De la croissance des fonctions entières.

59. Passons maintenant aux points critiques algébriques d'ordre

positif, où par suite le degré d'infinitude de la fonction est un nombre

positif quelconque. Dans ces recherches, nous avons besoin de quelques

résultats relatifs à la croissance des fonctions entières qui représentent

la fonction donnée.

Examinons tout d'abord la fonction exponentielle pour montrer

l'idée fondamentale de la méthode employée.

Soit donc donné

M. Borel (
'

) a remarqué que l'ordre de grandeur d'une fonction entière

(') BoBEL, Leçons sur les séries à termes positifs. [». .58.
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à coefficients positifs ne dépend pas également de tous les termes de la

série; au contraire, si l'on n'exige pas une évaluation très précise, un

ou quelques-uns de ces termes, qui s'éloignent d'ailleurs à l'infini pour

a = t», donnent déjà l'ordre de grandeur de la fonction.

Nous allons développer cette idée pour évaluer exactement le degré

d'infinitude de certaines fonctions entières à coefficients positifs.

Soit A un nombre positif supérieur à i, et désignons par b la partie

entière de t» de sorte que

r — b-hf],

OÙ
0<Tfl<I.

Je dis que la somme des b premiers termes du développement de r"

divisés par e" tend vers zéro pour a =^ ac.

En effet, pour un a quelconque, les deux plus grands termes de la

série envisagée sont ceux dont les indices sont a — i et a; par suite,

... « a'' , a''
A(a) = n--+...+ ^<Z,^.

Appliquons maintenant la formule de Stirling sous sa forme

(.53) 6! = -fl(6)(6 + i)'"*'^e-(*+",

ou

Nous avons

Et

A(a) <(>
n(*)(/' + i)

(54) ^< ?^

ri(b)(h-

ir

«< A-(6-f-i).

Regardons maintenant le quotient

l-b' I /A

i 11 £-

-li-^-'j-
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Pour que ce rapport, tende vers zéro, il suffit que

,
gH-l

ce qui est évident, étant donné que

e-*-' = , 4- /,_ , +
^'''~'^'

+ . . .

.

Posons

dont nous savons que
o< C<I.

L'inég;alité (54) peut donc s'écrire

A(a
<B(a)c",

OÙ

,.
B(«)

lira SUD. = o.
,( = « «

D'où l'on conclut que, / étant un nombre quelconque,

,. a'- \{ri)
(55) lim !—^=0.

« = 00 e"

40. Examinons maintenant les termes du développement c" dont

les indices sont supérieurs ou égaux à la partie entière de ak.

Je dis que la somme de ces termes divisée par e" tend aussi vers

zéro.

Désignons par b la partie entière de ak de sorte que

OÙ

Ecrivons la somme envisagée sous la forme

b\\ b ^\ b + i b + 7. r

et remarquons que
ha <b + 1,
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c"est-à-flire

(7 1

et a /or/ion

D'où il résulte que

a'' /,

Appliquons de nouveau la formule de Stiriing- sous la forme (53)

B(a)<- ;

ri(/>)(b -i-i) ^e-i''+i)

et

H(a) /, I<
e" ^

/, — I i

a <
A-

Démontrons que

pour cela, il suflit que

il. On peut vérifier cette inégalité de la façon suivante :

Écrivons-la sous la forme

et prenons le logaritlime des deux mcnd)i'es

(M) /—!</, lo-/,.

Il suftil, évidemment, de vérifier cette inégalité plus siuq^le.

Au point A" := I, les deux fonctions de./i,

/, — I el /, lo;r/„

prennent toutes deux la valeur zéro. Dansle[)oinl/. — r',la fonctioii/i loy/.-

est supérieure (de l'unité);! la fonction /i — i. Donc, si pour A\>i, Tiné-

Jotirii. >lr Mdlli. (IV- si'-i-io I. loiiic \. — V.\ic. IV. igotj. •'2
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galité (")<>) cessait d'être vérifiée, la dérivée de la fonction

/,logA-(A-i)

devrait avoir une racine supérieure à t. Mais cette dérivée est juste-

ment logA".

Donc on peut poser

avec

C<I.

Par suite, nous concluons comme auparavant que, /étant un nombre

quelconque,

,. , ,. a'-B(a)
(oj) lini =: o.

Remarquons que l'on peut démontrer de la même manière que le

terme maximum, et, par suite, la somme d'un nombre fini de termes

divisée par e" tend aussi vers zéro. L'ordre de grandeur de r" n'est

donc déterminé exactement que par un nombre toujours croissant de

termes, et nous avons essayé de réduire le nombre des termes impor-

tants au strict minimum.

42. A l'aide de ces considérations, nous allons démontrer le théo-

rème suivant :

Soif donnée la foitclion riilière

où

(58) ii„.illi»=«,

p étant un nombre réel quelconque. Lovdre de grandeur de la

fonction f{a) e.sl dèh'rniinè d'une manière très précise par l'équa-

tion

(59) 1-4^ = -
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En efTet, d'après la condition (.t8),

9(/i) = ««''H- =««''

avec
lim£„^: o.

Par suite,

\T a" v' „
''"

, ,„,

,

. «"-; + >, £" «' —\
•' ^ ' ^^ n ! ^^ n 1

/î = n =

et, d'après le théorème de Cesàro,

V'
a"

£„/('—
lim "^ = lim £„= o.

11 suffit donc de déterminer l'ordre de grandeur de la fonction

v^ ni' a"

Pour cela, nous allons étendre à cette fonction les résultats acquis

tout à l'heure, relatifs à la fonction exponentielle.

Regardons, tout d'abord, la somme k\a) des h premiers termes,

h étant la partie entière de
J

et /.> i. L ne limite supérieure de ces

termes est

:

""^^
donc

A'(f7)<6i''iA(rt);

par suite encore, d'après (55),

,. Â'(a)
(6o)

,Î'J".
"1^ ^ "*

45. Prenons ensuite la somme B'(a) des termes dont les indices

sont égaux ou supérieurs à Aa, et soit de nouveau b la partie entière

de ka.
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( )n a

,B'(rt)=^r/;/M- (/' + !)" 7-^ +(/> + ?)" T-^^ 7-^^+...].^' bl l 6 + 1 ^ 6 + 16+2
1

Soit ij. un (Milier plus grand que \p\, et laissons de colé les 4 [J- premiers

termes de B'(a). Cela est permis, car nous avons démontré que la

somme d'un nombre lini de termes du développement de e" divisé par c"

tend vers zéro, comme un nombre inférieur à i élevé à la puissance a.

Regardons maintenant le (4^^4-1)'*''"* terme de la parenthèse en

remplaçant /j par le nombre plus grand [j.. Ce ternie est

a-i'-{b-h l^|J-)i^

(6 + i)...(6 + 2fjL)...(6 + 4j^)

Klant donné que, pour /\> 2 a,

6 + a/j. + /-<(6 + /•)%

1 a
A + 4 !->-

( 6 + -3
;j(. + /•

) ( 6 + 2 fjt + /•— I
)

de sorte ({ue

(6 + ,i[J-)S'-

<',

( 6 + 2 ,a + I ) . . . ( 6 + 4 ,u )

On peut donc écrire

<i.

B'((7)< P..a(,«

et

( b + 2 y. ,1 ! \ b-\-'î!j. + i 6 + 2 ij. + 1 b -j- 2 ;j. + :

( o -h 2 ;j. ) ! /• — I

Mai

(6 + 2,a)!- 6!

d'où il résulte, comme auparavant, que

(61) liai —^=0.
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Il suffil. donc, pour envisager l'ordre de grandeur de la l'oriclion

entière

de considérer les termes dont les indices sont supérieurs à j el infé-

rieurs à a/i, k étant un nombre supérieur à lunité.

44. On voit ainsi facilement qu'en désignant cette partie du déve-

loppement par C'(a).et la partie correspondante du développement

de f" par C(o), on a pour /j > o

Donc

et

^. , C(«)<C'(rO<(«/.)"C(«).

lini SLip. -ii-^^

—

- z= liin Slip.—^

—

^

—

^:

—

- ^ Ai'

„ = „' rt''e" „ = « a''e"

,. . f /il") ,. . „ A'((Z) 4-B'(rt) 4- C'(«) I

lim inf. -—^^—- = hm inf.—^

—

^

—

^^

—

- : —

,

„ = , aPe" „^« e" " /.''

car

C(rt) ,. e"— A(a) — B(«)
lim —^

—

- =: hm i

—

^^— = 1

.

,<=-« e" „^^ e"

Pour p<^o, la limite inférieure devient la limite supérieure et

inversement.

Examinons enfin les points limites de la suite

„-„ aPe"

Nous avons trouvé que tous les points limites sont entre
jj^

et k''. Je

discjue le seul point limite est l'unité. En effet, soit ./„ un autre point

limite de la suite; je prends A assez voisin de i pour que

et

1/.._,|<|,_,,.„|,

ce qui est toujours possible, étant donné cjue A peut être aussi voisin

de l'unité qu'on veut.
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Mais dans ce cas x^ n'est pas entre t^ et k^ ; donc x^ ne peut pas être

un point limite de la suite envisagée.

On en conclut que

Va"
lim

ce qu'il fallait démontrer.

45. Avant d'appliquer ce résultat aux points critiques algébriques

situés sur le cercle de convergence et sur le polygone de sonimabilité,

nous allons démontrer, à l'aide des considérations précédentes, un

théorème plus général sur la croissance des fonctions entières.

Soit donnée la fonction entière

Si les deux limites d'indétermination de o(/?) sont w^ et co,,

c'est-à-dire si l'on a, à partir d'un certain indice,

(62) «"«-'< o{«)< «''.+S

£ étant aussi petit qu'on veut, on m peut conclure que

et

En effet, la condition ((12) entraine

lini := o.

Appliquons le théorème de Cesàro aux deux fonctions à coefficients

positifs
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et

« =
iNous avons

.. f(a) o(/()

„ = -/i(«) „ = »«'•.+-

D'autre part, d'après le théorème ( 5g),

„ = «« i+^e"

d'où résulte la première partie du théorème énoncé.

La deuxième partie se démontre d'une manière analogue. D'après

(62), qui est satisfaite pour s quelconque,

Ilm =0.

Donc, selon le théorème de Cesàro,

y a"

^ 9 i «
) ;j

et

V M E
"

lim —

d'où l'on conclut, comme précédemment, que

,. /(«)hm —-—t— =: 00.

L' intervalle d'indétermination du
'f
(«) mesure donc celui de la

fonction.

En particulier, si co„ = w, = w, ou, en d'autres termes, si o{n) est

à croissance régulière, l'intervalle d'indétermination de la fonction est

nul :
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et

lim
/(«)

On peut donc dire que la croissance de ,/(fl) est régulière, et son

ordre de grandeur est mesuré par

la croissance de e".

^ XIII. — Des points critiques algébriques situés sur le cercle

de convergence et sur le polygone de sommabilité.

46. Passons maintenant à Félude des points critiques algébriques

à l'aide de la méthode de la sommation exponentielle de M. Borel.

Soil donnée la fonction analyti(]ne

et soit ./„ un de ses points singuliers sur le cercle de convergence ou

sur le polygone de sommabilité (sommets exclus) dans le voisinage

duquel la fonction puisse se mettre sous la forme

où p est un nondu'c positif quelconque et où l'ordre de /',(x) au

point ./•„ est /;, <; />. Ce cas est réalisé si x„ est un point critique algé-

brique de la fonction /(-i:). Supposons, pour plus de simplicité, que

D'après la définition de l'ordre

/,(.r)=.A(.z;)+/3(.r),

OÙ f«(x) est holomorphe dans le cercle de rayon i, son ordre sur

le cercle étant /j' = />i -h î <iPi ""t ""/^(.t) est holomorphe au point i,

le polygonede sommabilité de/3(.r) contenant ce pointa soninlérieur.

Tout d'abord, la somme exponentielle S;,(a) formée au point i pour
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la fonction /",(.<•) a une limite bien délerniinée
*

(63) liinS3(fl)=./3(i).

Formons maintenant la somme exponentielle S^(o) pour la fonc-

tion

D'après (4)

. /> — I = lim Slip.

d'où Ton conclut que

\b„\< nP'-'+-

et que

I
.?;,

I

—
I

/;„+('>,-+-... H- z>„
I

< «/'+',

£' étant arbitraire. Choisissons t' de façon que

fj' + e' <p;
nous avons

Appliquons maintenant le théorème ( ~}()) à la fonction entière

En remarquant que

ni' ~ ai'c'

nous obtiendrons

(O^ ) lim =r o.
./ - » " ''

Occupons-nous enfin de la somme exponenliclle S, (a) formée au

point I pour la fonction

I

(I — .n7''

Joiirii. lie Mail,, i
'• ~r-iic i. t.,Mic \. — l-ii-r. I\. hh.ii. 53
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On a

^ " ni

OÙ B^f^" sont des coefficients binomiaux, et l'on sait de ces coefficients

que
• B;r" 1

lim ——

En appliquant de nouveau le théorème (Sg), on obtient

lim —- —
r(/'+.i)

Ajoutons encore à celte équation les équations (64) et (63), cette

dernière divisée par a^, et remarquons que

S(fl') = B^S,(«) + S,(a) + S3(«).

On a ainsi le théorème

„=„ aP V(p-^i)

C'est la généralisation aux points critiques algébriques et aux sin-

gularités beaucoup plus compliquées encore du théorème (Sg) relatif

aux pôles.

On voit dans quelle mesure la méthode de sommation exponentielle

de M. Borel permet d'étudier les singularités, et nous insistons tout

particulièrement sur la simplicité remarquable des résultats obtenus

par cette méthode qui montre à la fois la souplesse et l'efficacité de

cette sommation. Nous croyons confirmer par cela la remarque de

M. Borel (') relative à l'importance toujours croissante du rôle de la

fonction exponentielle dans la théorie des fonctions analytiques.

47. Le résultat trouvé précédemment se généralise enfin facile-

ment par la méthode de la sommation exponentielle généralisée de

M. Borel.

(') Voir, par exemple, Borel, Leçons sur les fonctions entières, i9oo,p. 117.
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Soit, en effet, ./„ un point singulier de la fonction /(./) au voisinage

duquel la fonction peut s'écrire

où l'ordre de

f,_{.T) = y b„x"

n =

au point x„ est inférieur à p et où ,/„ est un point régulier de la fonc-

tion fi(x) situé dans rintérieur du domaine de soinmabilité de la

somme exponentielle d'ordre /.

La dernière condition peut s'écrire

liin Sy (rt)=/;,lJ-J.

D'autre part, on a

2^ ''''" in

et

s,-'^ bf, + ^1 .r„ -H . . . -+- bf.r'f,

Remplaçons dans ces formules «'" par h. On oljtient

^ '"ni
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et

sv'(«) = ^^

2^

On démontre, comme précédemment, que

lini -^ = lim -^ =: o.

ce qui donne immédiatement

Ilm -^

—

- =: lini -

Kniin, étant donné (jue les B;/'^" sont des coetiicients binomiaux,

liin

OU encore

nP Y(p-\-\)

hm —!^
ni' V(p-^i)'

'^|{',r'
/>"

lllll —

!

z:: lim

Si l'on remarque encore que

S"-) ( rt ) = B,, S';-' ( rt )
-^ s-r ( « ) -f- S;,'-' ( « ),

o/z oblient le tlicorèinc suivant :

S"-)(«) B„

„==« rPfi'i' !(/- -f- I)

Les sommes exponentielles généralisées de M. iJorel sont donc

en relation simple avec les singularités. Elles permettent d'étudier la

croissance de la fonction dans des points singuliers d'un genre très

étendu. L:i seule restriction est celle qui concerne la position du point
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singulier. Mais, pour montrer dans quelle mesure les restriclions de
cette nature sont inévitables, il convient de remarquer que même le

développemenl de M. Mittag-Leffler ne permet pas l'étude des points

singuliers situés sur la continuation (et non pas à l'origine) d'une ligne

de l'étoile.

Note. — Les méthodes dont nous nous sommes servi dans le troi-

sième Chapitre de ce Mémoire ont été appliquées, avec les modifi-

cations nécessaires, par M'"<= Valérie Dienes, aux points critiques

algébrico-logarithmiques {voir sa Note Sur les points critiques loga-
rithmiques dans les Comptes fviidus de VAcadémie des Sciences,

séance du 26 avril 1909). Sans insister sur les théorèmes énoncés par
elle dans cette Note, nous allons indiquer un de ses résultats relatif à

la croissance des fonctions entières qu'elle utilise dans la démonstra-
tion de ses théorèmes généraux.

Soit donnée la fonction entière

.A«)=y 9t>o^-

?(«)

„=„ «/'[Ioïï;/;]'/
'

011 p et q sont des nombres réels quelconques, on a

hm —,.;;'
'— =£5!.

On peut remplacer log/i par des fonctions beaucoup plus générales

sans que le théorème cesse d'être vrai. On voit jusqu'à quel degré de
précision l'ordre de grandeur des coefficients peut déterminer celui

de la fonction.
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